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Introdu�c~ao Geral

Controle: O termo controle refere-se a diferentes tipos de

rela�c~oes homem-m�aquina:

Exemplos:

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

televisor

forno de microondas

aparelhos de CDs

aquecimento central de �agua

m�aquina de lavar

Exemplos:

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

avi~oes, trens, metrôs

fornos industriais

robôs manipuladores

tr�afego urbano e a�ereo

antenas, etc



Introdu�c~ao Geral

Controle de temperatura:

Perda de calor

-

+metro

Termo-
Condi-
cionador
de ar

Td TA
Casa

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

Td : Temperatura desejada

TA : Temperatura ambiente

Var�avel de entrada: Td

Var�avel de sa��da: TA

Perda de calor: Perturba�c~ao



Introdu�c~ao Geral

Componentes b�asicos de um sistema de controle

Referência

Atuador Planta

Sensor

-
+

Perturba�c~ao

Principais

Elementos

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

Processo ou Planta

Perturba�c~oes ou dist�urbios

Atuadores

Sensores

Entrada do processo

Sa��da do Processo



Introdu�c~ao Geral

Etapas do projeto de um sistema de controle:

� Estabelecimento de um conjunto de especi�ca�c~oes de

desempenho para de�ni�c~ao do problema de controle

� Modelagem matem�atica do sistema f��sico e,

eventualmente, simpli�ca�c~ao de modelo

� An�alise do modelo (em geral via simula�c~ao)

� An�alise de desempenho do sistema original

� De�ni�c~ao do controlador

� Realiza�c~ao do projeto utilizando pacotes de simula�c~ao

(Projeto auxiliado por computador)

� Veri�ca�c~ao de desempenho e compara�c~ao de

desempenho segundo o modelo simpli�cado e modelo

original

� Implementa�c~ao do controlador



Introdu�c~ao Geral

Breve Hist�orico

� Cornelis Drebel (1670) - Controle de temperatura para

incubadora

� James Watt (1788) - Controle de M�aquinas e

realimenta�c~ao

� Desenvolvimento de mecanismos utilizando a teoria de

Maxwell

� 1826-1835 - Controle de velocidade de telesc�opios e

aplica�c~oes em astronomia. Veri�ca�c~ao experimental do

problema de instabilidade.

� Sistematiza�c~ao do problema da estabilidade de sistemas

realimentados

� 1877 E. J. Routh vence "Adams Prize"com o trabalho

sobre crit�erio de estabilidade (Crit�erio de Routh)

� 1893 A. M. Lyapunov apresenta os primeiros

desenvolvimentos sobre a estabilidade do movimento

� Desenvolvimento de m�etodos frequenciais de

estabilidade: Nyquist (1932), Bode (1945)



� 1936 surge o primeiro controlador do tipo PID. Nesta

�epoca surge tamb�em o conceito de servomecanismo

� T�ecnicas de projeto de controladores desenvolvida por

Evans (1948). T�ecnica do lugar das ra��zes

� D�ecada de 50 Bellman e Kalman nos Estados Unidos e

Pontryagin na Uni~ao Sovi�etica consideram o problema

de controle sob a representa�c~ao de equa�c~oes diferenciais

e representa�c~ao por vari�aveis de estado

� Aparecimento de aplica�c~oes de controle utilizando

computadores

� Os trabalhos de Lyapunov s~ao reexaminados sob a �otica

da teoria de controle

� Aparecimento do controle digital na d�ecada de 70



Introdu�c~ao Geral

Caracter��stica multidisciplinar: Em quase todos os

campos do conhecimento, a �area de controle faz-se presente.

� Engenharia el�etrica, mecânica, qu��mica, computa�c~ao,

naval, civil, sanit�aria, etc.

� Economia, F��sica, Qu��mica

� Aeron�autica, astron�autica

� Biologia. ecologia

� Outros

Conceitos utilizados

� N�umeros complexos, �algebra, equa�c~oes diferenciais, etc.

� Modelagem, comportamento f��sico e caracter��sticas de

sistemas, funcionamento de atuadores, de sensores, de

instrumentos de aquisi�c~ao de dados, etc.

� Pacotes de simula�c~ao e linguagens de programa�c~ao

� Outros, dependendo das aplica�c~oes



Principais termos usados em controle

Sistema: Frequentemente representado por um diagrama

de blocos:

u y
S

Um sistema pode ser um equipamento ou um fenômeno

f��sico.

� Linhas com setas representam sinais

� Caixas representam sistemas

Planta: �E o equipamento a ser controlado (motor, atuador,

reator, etc)

Processo: �E todo fenômeno, natural ou arti�cial, que

evoluem segundo uma dinâmica (processo qu��mico,

biol�ogico, etc.)

Perturba�c~ao externa ou dist�urbio: S~ao sinais com

efeitos indesejados sobre o processo



Sistema em malha aberta: �E um sistema composto por

uma planta ou processo e um controlador sem que haja

interferência do sinal de sa��da no sinal de controle.

Entrada
Processo

Sa��da
Controlador

Sinal de
Controle

A sa��da �e sens��vel aos fenômenos indesej�aveis ao processo

(perturba�c~oes externas, varia�c~oes nos parâmetros, etc). �E

de custo relativamente baixo.

Sistema em malha fechada: Ou sistema realimentado.

Uma parcela do sinal de sa��da �e realimentado junto �a

entrada do sistema.

Sa��daEntrada
Processo

Malha de realimenta�c~ao

Erro

+
-

Controlador

Sinal de
Controle

Os sistemas em malha fechada apresentam melhor

desempenho na presen�ca de perturba�c~oes externas e

incertezas. Possuem custos mais elevados.

Servomecanismo: �E um sistema realimentado para

controle autom�atico de posi�c~ao, velocidade e acelera�c~ao



Sinais padronizados para testes

Para podermos modelar um sistema f��sico devemos

submetê-los a diferentes sinais de entrada, determinando os

efeitos produzidos. Ou seja medindo as sa��das.

Sinais de tempo cont��nuo: A vari�avel t �e cont��nua. O

sinal �e conhecido como sendo anal�ogico.

Sinais de tempo discreto: A vari�avel t �e discreta,

assumindo valores em determinados instantes de tempo.

Os sinais mais utilizados s~ao:

� Fun�c~ao degrau unit�ario

r(t) = u(t) =

8<
:

1 t � 0

0 t < 0

� Fun�c~ao rampa unit�aria

r(t) =

8<
:

t t � 0

0 t < 0

� Fun�c~ao par�abola

r(t) =

8<
:

1
2 t

2 t � 0

0 t < 0



� Fun�c~ao polinomial

r(t) =

8<
:
Pn

k=0
tk

k! t � 0

0 t < 0

� Fun�c~ao senoidal

r(t) = A sin!t

A : amplitude do sinal, ! : frequência do sinal

� Fun�c~ao impulso unit�ario (Delta de Dirac)

�t

1
�t

t

r(t)

0

r(t) = lim
�t7!0+

u(t)� u(t��t)

�t
= �t



Revis~ao

Objetivo: O objetivo desta se�c~ao �e fazer uma pequena

revis~ao de n�umeros complexos, �algebra de n�umeros

complexos, vari�aveis complexas e fun�c~oes complexas.

N�umeros complexos

A necessidade de manipular n�umeros complexos surge da

resolu�c~ao de equa�c~oes do tipo:

s2 + 1 = 0

Usando a nota�c~ao j =
p�1, todos os n�umeros encontrados

em aplica�c~oes de engenharia podem ser escritos da forma:

z = x+ jy

z: n�umero complexo

x: parte real

y: parte imagin�aria

Interpreta�c~ao: Um n�umero complexo z pode ser

considerado como um ponto no plano complexo ou como o

segmento unindo a origem at�e o ponto.



Representa�c~ao de z no plano complexo:

Rex

y

0

Im

�

z

O ângulo de um n�umero complexo z �e o ângulo entre o

segmento e a parte positiva do eixo real. �E considerado

positivo no sentido anti-hor�ario.

O comprimento ou magnitude de z e o ângulo de z s~ao

dados por:

jzj =
p
x2 + y2

� = tan�1
y

x

Na forma polar o n�umero complexo z �e dado por:

z = jzj\�



O complexo conjugado de z = x+ jy �e de�nido por:

�z = x� jy

possui a mesma parte real e a parte imagin�aria com sinal

trocado.

Representa�c~ao de z e �z no plano complexo:

Re

y

0

Im

�
x

�y

z

�z

F�ormula de Euler: cos � + j sin � = ej�

ej� = cos � + j sin � e�j� = cos � � j sin �

cos � =
ej� + e�j�

2
sin � =

ej� � e�j�

2j



Resumo

Forma Retangular

8<
:

z = x+ jy

z = jzj(cos � + j sin �)

Forma Polar

8<
:

z = jzj\�
z = jzjej�

A convers~ao da forma polar para a retangular �e:

jzj =
p
x2 + y2 ; � = tan�1

y

x

A convers~ao da forma retangular para a complexa �e:

x = jzj cos � ; y = jzj sin �



�Algebra de n�umeros complexos

Escolhendo-se uma forma de representa�c~ao - forma

retangular ou forma polar - as opera�c~oes alg�ebricas usuais

podem ser facilmente realizadas.

Igualdade de n�umeros complexos: Dois n�umeros

complexos z e w s~ao iguais se e somente se a parte real e a

parte imagin�aria deles forem iguais.

z = x+ jy

w = u+ jv

z = w )
8<
:

x = u

y = v

Adi�c~ao de n�umeros complexos: Dois n�umeros

complexos z e w podem ser somados, somando-se

separadamente as partes reais e imagin�arias

z + w = (x+ jy) + (u+ jv) = (x+ u) + j(y + v)

Subtra�c~ao de n�umeros complexos: Dois n�umeros

complexos z e w podem ser subtra��dos, subtra��ndo-se

separadamente as partes reais e imagin�arias

z � w = (x+ jy)� (u+ jv) = (x� u) + j(y � v)



Multiplica�c~ao de n�umeros complexos: A

multiplica�c~ao de dois n�umeros complexos z e w �e dada por:

zw = (x+ jy)(u+ jv) = xu+ jyu+ jxv + j2yv

zw = (xu� yv) + j(xv + yu)

Usou-se o fato que j2 = �1. Na forma polar temos:

z = jzj\� ; w = jwj\� ) zw = jzjjwj\� + �

Divis~ao de n�umeros complexos: A divis~ao de dois

n�umeros complexos z e w �e mais simples de ser realizada na

forma polar:

z

w
=
jzj\�
jwj\� =

jzj
jwj\� � �

Na forma retangular �e necess�ario multiplicar o numerador e

o denominador pelo complexo conjugado do denominador:

z

w
=

x+ jy

u+ jv
=

(x+ jy)(u� jv)

(u+ jv)(u� jv)
=

xu+ yv

u2 + v2
+ j

yu� xv

u2 + v2

Potencia�c~ao e ra��zes:

zn = (jzj\�)n = jzjn\n�
z
1
n = (jzj\�) 1n = jzj 1n\ �

n



Fun�c~oes Complexas

Um n�umero complexo possui, portanto, parte real e parte

imagin�aria. Se a parte real ou a parte imagin�aria s~ao

vari�aveis o n�umero complexo �e chamado de vari�avel

complexa. Seja s = � + j! uma vari�avel complexa.

Uma fun�c~ao complexa F (s), fun�c~ao da vari�avel complexa s,

possui uma parte real e uma parte imagin�aria.

F (s) = Fx + jFy

O m�odulo e o ângulo de F (s) s~ao:

jF (s)j =
q
F 2
x + F 2

y ; \F (s) = tan�1
Fy
Fx

O complexo conjugado de F (s), denotado por �F (s) �e:

�Fs = Fx � jFy

As fun�c~oes complexas mais comumente encontradas em

an�alise e projeto de sistemas lineares s~ao fun�c~oes do tipo:

F (s) = K
(s+ z1)(s+ z2) � � � (s+ zm)

(s+ p1)(s+ p2) � � � (s+ pn)



As ra��zes do denominador s = �p1; s = �p2; � � � ; s = �pn
s~ao os p�olos de F (s). Se forem todas distintas, dizemos que

a fun�c~ao possui p�olos simples e se forem repetidas F (s)

possui p�olos m�ultiplos, de multiplicidade k (onde k �e o

n�umero de vezes que o mesmo p�olo se repete).

As ra��zes do numerador s = �z1; s = �z2; � � � ; s = �zm s~ao

os zeros de F (s), podendo ser simples ou m�ultiplos.

Exemplos

a) Seja um n�umero complexo z = x+ jy, multiplicar por j

interpretando gra�camente a opera�c~ao.

jz = j(x+ jy) = jx+ j2y = �y + jx

Realizando a opera�c~ao na forma polar, lembrando que

j = 1\90o:

z = jzj\� ) jz = 1\90o jzj\� = jzj\� + 90o

90o z
jz

Im

Re



A multiplica�c~ao de um n�umero complexo por j corresponde

a uma rota�c~ao no sentido anti-hor�ario de 90o.

b) Seja um n�umero complexo z = x+ jy, dividir por j

interpretando gra�camente a opera�c~ao. Realizando a

opera�c~ao na forma polar:

z = jzj\� ) z

j
=
jzj\�
1\90o

= jzj\� � 90o

Gra�camente temos:

z

Im

Re

z
j

90o

A divis~ao de um n�umero complexo por j corresponde a uma

rota�c~ao no sentido hor�ario de 90o.



c)(8:66� j5)3 = (10\30o)3 = 1000\�90o = 0� j1000 =

�j1000

d)(2:12� 2:12j)
1
2 = (9\�45o) 12 = 3\�22:5o

e) Dada a fun�c~ao G(s) encontrar os p�olos e os zeros.

G(s) = K
(s+ 2)(s+ 10)

s(s+ 1)(s+ 5)(s+ 15)2

Zeros: s = �2; s = �10
P�olos: s = 0; s = �1; s = �5 e s = �15 (multiplicidade 2)



Modelagem Dinâmica de Sistemas

1. Introdu�c~ao

2. Sistemas Mecânicos

3. Sistemas El�etricos

4. Sistemas El�etro-mecânicos

5. Lineariza�c~ao

6. Resolu�c~ao de Equa�c~oes Diferenciais Lineares

7. Exemplos



Introdu�c~ao

Objetivo: Introduzir os princ��pios b�asicos para a

modelagem de sistemas f��sicos.

A representa�c~ao matem�atica de um sistema �e obtida

aplicando-se as leis fundamentais que regem o seu

comportamento. Por exemplo:

LEIS FUNDAMENTAIS

(Circuito El�etrico) (Equa�c~oes Diferenciais)

MATEM�ATICO

MODELO
SISTEMA

(Lei de Ohm, de Maxwell, Kircho�, etc)

Importância da Modelagem de Sistemas: Na maioria

dos casos, o controle de um dado sistema necessita de uma

representa�c~ao matem�atica ou de um modelo associado.

Outras t�ecnicas: Identi�ca�c~ao, estrat�egias de controle

que n~ao necessitam do modelo do sistema (controle

nebuloso, inteligência arti�cial, redes neurais, etc. )



Sistema Alg�ebrico: Quando o modelo matem�atico �e

composto por uma ou mais equa�c~oes alg�ebricas. A resposta

depende somente do valor da vari�avel de entrada em t.

i(t)

-

+

R y(t) y(t) = Ri(t)

Sistema Dinâmico: Quando o modelo matem�atico �e

composto por uma ou mais equa�c~oes diferenciais. Sua

resposta no instante t n~ao pode ser determinada somente

com o conhecimento das vari�aveis de entrada em t.

-

+

i(t) C y(t) C
dy(t)
dt

= i(t)

A sa��da do circuito �e dada por:

Z y(t)

y(0)

dy(t) =
1

C

Z t

0

i(t) dt ) y(t) = y(0) +
1

C

Z t

0

i(t) dt



Sistemas Mecânicos

A obten�c~ao do modelo matem�atico ou das equa�c~oes de

movimento de um sistema mecânico est�a associada �a

aplica�c~ao da Lei de Newton:

F = ma

F : representa as for�cas aplicadas

a : representa o vetor de acelera�c~oes com respeito a um

referencial inercial

m : �e a massa do corpo considerado

For�ca de in�ercia: �e devida �a acelera�c~ao de uma massa m

em rela�c~ao a um referencial inercial.

m
f m�x

x

f = m�x



For�ca de atrito: �e devida �a diferen�ca entre as velocidades

relativas nos terminais de um amortecedor.

f

_x1 _x2

b f = b( _x1 � _x2)

b : coe�ciente de atrito viscoso

For�ca el�astica: �e devida ao deslocamento relativo dos dois

terminais de uma mola.

x1 x2

k

f = k(x1 � x2)

k : coe�ciente de amortecimento da mola

Obs. A massa, a mola ou o amortecedor foram considerados

como elementos pontuais ou concentrados.



Exemplo: Considere o estudo da suspens~ao de um ve��culo.

Se considerarmos apenas uma das quatro rodas do ve��culo

podemos representar o sistema conforme a �gura abaixo:

m1

b

y

x

kp

Km

m2

Para a modelagem de sistemas mecânicos mais complicados

utilizamos o Princ��pio de D'Alembert:

Em qualquer instante, a soma de todas as for�cas

que agem sobre um sistema isolado, incluindo a

for�ca de in�ercia, que se op~oe ao movimento, �e nula



Usando os diagramas de corpos livres (1 para cada massa)

temos:

m1
x

ym2

b( _y � _x)
kpx

b( _y � _x)

km(y � x)

km(y � x)

Aplicando o princ��pio de D'Alembert para cada uma das

massas e levando-se em conta a dire�c~ao dos referenciais x e

y temos:

b( _y � _x) + km(y � x) + kpx = m1�x

�km(y � x)� b( _y � _x) = m2�y

Reescrevendo as equa�c~oes temos:

�x+
b

m1
( _x� _y) +

km
m1

(x� y) + kpx = 0

�y +
b

m2
( _y � _x) +

km
m2

(y � x) = 0

� Cada massa ! uma equa�c~ao diferencial de segunda ordem

� Molas e o amortecedores supostos lineares



Exemplo: Considere o esquema de um sat�elite em �orbita:

d

MD

�

Propulsor

Referencial Inercial

Propulsor

Fc �e a for�ca de controle, respons�avel pela orienta�c~ao do

sat�elite, MD representa as for�cas de perturba�c~ao.



Trata-se da modelagem de um sistema cujo movimento �e

rotacional. Neste caso a lei de Newton deve ser modi�cada

para:

M = I�

M : �e a soma de todos os momentos em torno do centro de

massa do corpo

I : �e o momento de in�ercia do corpo em torno do seu centro

de massa

� : �e a acelera�c~ao angular do corpo

O movimento do sat�elite �e permitido somente em torno do

eixo perpendicular �a p�agina. O ângulo � que descreve a

orienta�c~ao do sat�elite deve ser medido com rela�c~ao a um

sistema inercial. A equa�c~ao �e dada por:

Fxd+MD = I ��



Sistemas El�etricos

Circuitos el�etricos consistem da interconex~ao entre fontes de

tens~ao, de corrente e diversos componentes: resistores,

capacitores, indutores, etc

As rela�c~oes corrente-tens~ao para alguns dispositivos

el�etricos com caracter��sticas lineares s~ao dadas a seguir:

i

i

i

i

+

+

+

-

-

-

v

v

v

Resistor

Indutor

Capacitor

-

+

vFonte de
Tens~ao

Fonte de
Corrente

vs v = vs

is i = is

i = C dv
dt

v = L dv
dt

v = Ri



As equa�c~oes b�asicas de um circuito el�etrico s~ao dadas pelas

leis de Kircho�: lei das correntes e leis das tens~oes:

� Para uma dada jun�c~ao de um circuito el�etrico, a soma

alg�ebrica das correntes que chegam �e igual �a soma das

correntes que saem

� A soma alg�ebrica das tens~oes numa dada malha �e zero

Circuito RC:

R

C

+

--

+

v(t) vC(t)

Sejam v(t): tens~ao de entrada, vR : tens~ao no resistor e vC :

tens~ao no capacitor (tens~ao de sa��da). Utilizando a lei das

tens~oes de Kircho� temos:

vR(t) + vC(t) = v(t)

Ri(t) +
1

C

Z
i(t) dt = v(t)



usando o fato que:

i(t) = C
dvC(t)

dt

A equa�c~ao diferencial de primeira ordem que representa a

dinâmica do circuito RC �e dada por:

RC _vC +
1

C
vC(t) = v(t) ; _vC =

dvC
dt

Circuito RLC:

R

-

+

v(t)

+

-

C

L

vC(t)
i(t)

Sejam v(t): tens~ao de entrada, vR : tens~ao no resistor, vL :

tens~ao no indutor, e vC : tens~ao no capacitor (tens~ao de

sa��da). Utilizando a lei das tens~oes de Kircho� temos:

vR(t) + vL(t) + vC(t) = v(t)

O circuito RLC �e, portanto, modelado por uma equa�c~ao

diferencial de segunda ordem:

LC�vC(t) +RC _vC(t) +
1

C
vC(t) = v(t)



Sistemas Eletromecânicos

O motor de corrente cont��nua (motor DC, motor CC,

servomotor DC, etc) �e um atuador bastante utilizado em

sistemas de controle: posicionamento de antenas, de robôs

manipuladores, etc.

O servomotor pode ser operado em dois modos: corrente de

campo (estator) constante com uma tens~ao ajust�avel

aplicada �a armadura (rotor) e tens~ao constante e corrente

de campo ajust�avel.

O circuito abaixo representa o motor DC controlado por

armadura.

J

b

ic constante

Vc

+

Ea(t)

Ra La

-

+

-

Vfcem
ia

Circuito de armadura

Tm

�

Circuito de
Campo



Ra resistência de armadura

La indutância da armadura

ia corrente de armadura

ic corrente de campo

Ea(t) tens~ao aplicada �a armadura

Vfcem: for�ca contra eletromotriz

� deslocamento angular do eixo motor

T torque desenvolvido pelo motor

J Momento de In�ercia equivalente do motor

b coe�ciente de atrito viscoso

equivalente do motor e da carga

O torque T desenvolvido pelo motor �e proporcional �a

corrente de armadura e �a corrente de campo:

T = K1ia(t)ic(t)

Como a corrente de campo �e suposta constante, ent~ao

T = Kia(t)

onde K �e a constante de torque do motor.

Quando a armadura estiver girando �e induzida uma tens~ao



na armadura proporcional �a velocidade angular:

Vfcem = Kb

d�

dt

Para o circuito de armadura �e:

VRa
+ VLa + Vfcem = Ea(t)

A equa�c~ao diferencial �e dada por:

La
dia
dt

+Raia +Kb

d�

dt
= Ea(t)

A corrente de armadura produz o torque T que �e aplicado �a

in�ercia e ao atrito:

J
d2�

dt2
+ b

d�

dt
= T = Kia

Portanto o sistema de equa�c~oes diferenciais

La
dia
dt

+Raia +Kb

d�

dt
= Ea(t)

J
d2�

dt2
+ b

d�

dt
= Kia

representa o comportamento do sistema mecânico e do

sistema el�etrico.



Lineariza�c~ao

Seja f(x) uma fun�c~ao cont��nua que admite derivadas de

ordem at�e 1. A aproxima�c~ao linear de f(x) �e dada por:

f(x) = f(xe) +
df

dx
jx=xe(x� xe)

Para valores pr�oximos de xe esta aproxima�c~ao deve ser boa

e a medida que distanciamos de xe a aproxima�c~ao perde sua

validade.

Interpreta�c~ao gr�a�ca:

f(x)

f(xe)
Aproxima�c~ao
Linear

xe x

Para o caso de fun�c~oes de n vari�aveis a aproxima�c~ao linear

em torno do ponto xe = (xe1 xe2 � � � xen) �e:
f(x) = f(xe) +r(xe)(x� xe)

onde r(xe) �e o vetor gradiente de f(x) calculado em xe



Exemplo: Calcule aproximadamente
p
64:16 utilizando

uma aproxima�c~ao linear.

Seja f(x) =
p
x e xe = 64, ent~ao

f(x) = f(xe) +
1p
xe

(x� xe)

f(64:16) = f(64) +
1p
64

0:16 = 8 =
0:16

16
� 8:01

Exemplo: Linearizar f(x) = f(x1; x2) = x21 + x2 em torno

do ponto (xe1; xe2) = (10; 20).

f(x1; x2) = f(xe1; xe2) +
@f

@x1

��
(xe1;xe2)(x1 � xe1) +

@f

@x2

��
(xe1;xe2)(x2 � xe2)

f(x1; x2) = x2e1 + x2e + 2xe1(x1 � x1e) + 1(x2 � xe2)

f(x1; x2) = 120 + 20(x1 � 10) + (x2 � 20)

f(x1; x2) � �100 + 20x1 + x2



Exemplo: Considere o tanque representado na �gura a

seguir:

H

X1 X3

X2

Q3;H
Q1; H1

Q2;H2

A �area transversal do tanque

X1; X2; X3 abertura das v�alvulas

H1; H2 altura de entrada do l��quido

H altura do l��quido no tanque

Q1; Q2 vaz~oes de entrada do l��quido

H vaz~ao de sa��da

� densidade do l��quido



A modelagem matem�atica �e dada por:

0
BBBBBBBB@

massa

que

entra

durante

�t

1
CCCCCCCCA
�

0
BBBBB@

massa

que sai

durante

�t

1
CCCCCA

=

0
BBBBBBBB@

massa

acumulada

no tanque

durante

�t

1
CCCCCCCCA

�(Q1 +Q2)dt� �Q3dt = �AdH

Q1 +Q2 �Q3 = A
dH

dt

�E importante notar que:

Q1 = C1X1

p
H1 �H = Q1(X1; H1; H)

Q2 = C2X2

p
H2 = Q1(X1; H2)

Q3 = C3X3

p
H = Q1(X3; H)

onde C1; C2; C3 s~ao constantes apropriadas.

A equa�c~ao diferencial de primeira ordem:

Q1 +Q2 �Q3 = A
dH

dt

�e n~ao linear pois Qi s~ao fun�c~oes n~ao lineares de alturas.

Podemos estudar o efeito de pequenas perturba�c~oes em



torno de um ponto do equil��brio:

Qe = (Qe1; Qe2; Qe3) um dado valor de vaz~ao

Xe = (Xe1; Xe2) um dado valor de abertura

H1, H2 constantes

Q1 = Qe1 +
dQ1

dX1
jQe;Xe

(X1 �Xe1) +
dQ1

dH
jQe;Xe

(Q�Qe)

Q2 = Qe2 +
dQ2

dX2
jQe;Xe

(X2 �Xe2)

Q3 = Qe3 +
dQ3

dX3
jQe;Xe

(X3 �Xe3) +
dQ3

dH
jQe;Xe

(Q3 �Qe3)

Podemos escrever a aproxima�c~ao linear como:

Q1 = Qe1 + C4x1 + C5h = Qe1 + q1

Q2 = Qe2 + C6x2 = Qe2 + q2

Q3 = Qe3 + C7x3 + C8h = Qe3 + q3

Na condi�c~ao de equil��brio (ou seja, sem varia�c~oes)

Qe1 +Qe2 = Qe3

A equa�c~ao diferencial linearizada �e dada por:

A _h = q1 + q2 � q3 = C4x1 + C6x2 � C7x3 = (C5 � C8)h

Rearranjando termos:

A _h+ (C8 � C5)h = C4x1 + C6x2 � C7x3



Resolu�c~ao de Equa�c~oes Diferenciais Lineares

Equa�c~ao Diferencial de Primeira Ordem

Dada a equa�c~ao diferencial de primeira ordem:

_x� ax = u(t) ; x(0) = x0 ; t � 0

Onde x(t) �e uma fun�c~ao real da vari�avel t e a �e uma

constante real, x(0) = x0 �e a condi�c~ao inicial e u(t) �e a

entrada. A vari�avel a ser determinada �e x(t). Para a

solu�c~ao devemos determinar xh(t) solu�c~ao do sistema

autônomo e xp uma solu�c~ao particular para uma dada

entrada. A solu�c~ao geral:

x(t) = xh(t) + xp(t)

1. Obten�c~ao de xh(t)

_x� ax = 0

A solu�c~ao da equa�c~ao diferencial de primeira ordem

autônoma �e:

xh(t) = C1e
at

C1 : uma constante que depende da condi�c~ao inicial.



O comportamento do sistema depende da vari�avel a:

� Se a > 0 ! sistema �e inst�avel

� Se a < 0 ! sistema �e assintoticamente est�avel

� Se a = 0 ! sistema �e est�avel

2. Obten�c~ao de xp(t)

_x� ax = u(t) ; x(0) = x0 ; t � 0

A solu�c~ao particular xp(t) para o caso

u(t) = E

tamb�em ser�a constante.

Seja xp(t) = K

xp(t) = K

Como a solu�c~ao particular deve satisfazer a equa�c~ao

diferencial, temos:

_xp � axp = E ) �aK = E ) K = �E
a

A solu�c~ao geral �e:

x(t) = C1e
at � E

a

Em t = 0:

x(0) = C1 � E

a
= x0 ) C1 = x0 +

E

a



Equa�c~ao Diferencial de Segunda Ordem

Dada a equa�c~ao diferencial de segunda ordem:

�x+ a _x+ bx = u(t) x(0) = x0 ; _x(0) = _x0

1. Obten�c~ao de xh(t)

�x+ a _x+ bx = 0

Dada a semelhan�ca desta equa�c~ao com a equa�c~ao de

primeira ordem, vamos supor que a solu�c~ao homogênea

�e do tipo:

x(t) = e�t

Como a solu�c~ao homogênea deve satisfazer a equa�c~ao

diferencial, temos:

�xh + a _xh + bxh = 0

) �2e�t + a�e�t + be�t = 0

) (�2 + a�+ b)e�t = 0

) �2 + a�+ b = 0

A equa�c~ao acima �e denominada equa�c~ao caracter��stica

da equa�c~ao diferencial. Temos 2 casos a considerar:



a) Raizes distintas (�1 6= �2)

xh(t) = C1e
�1t + C2e

�2t

b) Raizes repetidas (�1 = �2 = �)

xh(t) = C1e
�t + C2te

�t

2. Obten�c~ao de xp(t)

A obten�c~ao da solu�c~ao particular depende de u(t). A

tabela a seguir fornece o tipo de solu�c~ao particular a ser

procurada para algumas das mais importantes fun�c~oes

de entrada.

u(t) xp(t)

K : constante A : constante

Ktk A0 +A1t+ � � �+Akt
k

Ket Ket

K cos!t A cos!t+B sin!t

K sin!t A cos!t+B sin!t



Exemplo 1: �x+ 3 _x+ 2x = 0

A equa�c~ao caracter��stica associada �e:

�2 + 3�+ 2 = 0 ) �1 = �2 ; �2 = �1

A solu�c~ao da equa�c~ao homogênea �e:

xh(t) = C1e
�2t + C2e

�t

Exemplo 2: �x+ 2 _x+ 1x = 0

A equa�c~ao caracter��stica associada �e:

�2 + 2�+ 1 = 0 ) �1 = �1 ; �2 = �1

Como as ra��zes da equa�c~ao caracter��stica s~ao repetidas, a

solu�c~ao da equa�c~ao homogênea �e:

xh(t) = C1e
�t + C2te

�t

Exemplo 3: �x+ 6 _x+ 13x = 0

A equa�c~ao caracter��stica associada �e:

�2 + 6�+ 13 = 0 ) �1 = �3 + j2 ; �2 = �3� j2

A solu�c~ao da equa�c~ao homogênea �e:

xh(t) = C1e
�3te2jt + C2e

�3te�2jt



Usando o fato que:

e2jt = cos 2t+ j sin 2t

e�2jt = cos 2t� j sin 2t

xh(t) = e�3t[C1(cos 2t+ j sin 2t) + C2(cos 2t� j sin 2t]

xh(t) = e�3t[(C1 + C2) cos 2t+ j(C1 � C2) sin 2t]

Propriedade: C1 e C2 s~ao constantes complexas

conjugadas ou seja:

C1 = c1 + jc2

C2 = c1 � jc2

9=
; )

8<
:

C1 + C2 = 2c1

C1 � C2 = �2c2

Podemos reescrever a solu�c~ao homogênea como:

xh(t) = 2e�3t(c1 cos 2t� c2 sin 2t)

xh(t) = Me�3t cos(2t+�)

A rela�c~ao acima �e obtida usando:

M cos� = 2c1

M sin� = 2c2

9=
; )

8<
:

M = 2
p
c21 + c22

tan� = c2
c1



Transformada de Laplace

1. Introdu�c~ao

2. De�ni�c~ao

3. Propriedades

4. Teorema do valor �nal

5. Transformada inversa

6. Resolu�c~ao de equa�c~oes diferenciais

7. Fun�c~ao de transferência

8. Diagramas de blocos



Introdu�c~ao

A transformada de Laplace converte equa�c~oes integrais e

diferenciais em equa�c~oes alg�ebricas. Desta forma a

Transformada de Laplace torna-se uma t�ecnica

extremamente �util na solu�c~ao de equa�c~oes diferenciais

lineares invariantes no tempo.

� aplica-se tamb�em para sinais em geral

� permite an�alise do regime transit�orio de um sistema

� serve para an�alise de circuitos

� facilita a manipula�c~ao de sistemas complicados, com

integradores, derivadores, ganhos, etc



De�ni�c~ao

A transformada de Laplace de um sinal (ou de uma fun�c~ao)

f �e a fun�c~ao F = Lffg de�nida por:

F (s) =

Z
1

0

f(t)e�st dt

para s uma vari�avel complexa.

� F �e uma fun�c~ao complexa de n�umeros complexos

� s �e uma vari�avel complexa, ou vari�avel frequência (em

1/segundos)

� t �e a vari�avel tempo

� st �e sem unidade

Conven�c~ao: letras min�usculas denotam sinal, mai�usculas

denotam a transformada de Laplace do sinal.

Exemplo: A transformada de Laplace do sinal u �e U

U(s) = Lfug



Exemplo: Fun�c~ao exponencial

Calcular a transformada de Laplace de f(t) = et.

F (s) =

Z
1

0

ete�s dt

=

Z
1

0

e(1�s)t dt

=
1

1� s
e(1�s)t

����
1

0

=
1

s� 1

F (s) est�a de�nida para todo s 6= 1.

Portanto,

Lfetg = 1

s� 1

Exemplo: Fun�c~ao constante ou fun�c~ao degrau

Calcular a transformada de Laplace de f(t) = 1 ; t � 0.

Z
1

0

e�st dt = �1

s
e�st

����
1

0

=
1

s



Exemplo: Fun�c~ao cosseno

Calcular a transformada de Laplace de f(t) = cos!t

f(t) = cos!t =
1

2
ej!t +

1

2
e�j!t

F (s) �e dada por:

F (s) =

Z
1

0

e�st(
1

2
ej!t +

1

2
e�j!t) dt

=
1

2

Z
1

0

e(�s+j!)tdt+
1

2

Z
1

0

e(�s�j!)tdt

=
1

2

1

s� j!
+

1

2

1

s+ j!

=
s

s2 + !2



Propriedades

A transformada de Laplace possui v�arias propriedades que

s~ao bastante utilizadas. As mais importantes s~ao:

1. Linearidade Sejam duas fun�c~oes f1(t) e f2(t) com

transformadas de Laplace F1(s) e F2(s) respectivamente

e sejam �1 e �2 dois escalares:

Lf�1f1(t) + �2f2(t)g = �1F1(s) + �2F2(s)

Exemplo: f(t) = et + cos!t

F (s) = Lfet + cos!tg = Lfetg+ Lfcos!tg
=

1

s� 1
+

s

s2 + !2

2. Transla�c~ao em atraso Seja f(t) uma fun�c~ao, u(t) o

sinal degrau unit�ario e � uma constante. Seja F (s) a

transformada de Laplace de f(t), ent~ao

Lff(t� �)u(t� �)g = e��sF (s)



3. Teorema da diferencia�c~ao Seja uma fun�c~ao f(t) com

transformada de Laplace F (s):

Lf _fg = sF (s)� f(0)

� Diferencia�c~ao no tempo signi�ca multiplica�c~ao por s no

dom��nio da frequência

� Inclui um termo referente �a condi�c~ao inicial f(0)

Para derivadas de segunda ordem:

Lf �fg = sLf _fg � _f(0)

= s(sF (s)� f(0))� _f(0)

= s2F (s)� sf(0))� _f(0)

� Os dois �ultimos termos referem-se �as condi�c~oes iniciais

� Express~oes similares podem ser encontradas para

derivadas de ordem superior



Exemplo: f(t) = et, _f = et

Lffg = Lf _fg = 1

s� 1

Usando a f�ormula:

Lf _fg = sF (s)� f(0) = s
1

s� 1
� 1 =

1

s� 1

Exemplo: f(t) = sin!t = � 1
!

d
dt
cos!t

Lfsin!tg = 1

!

�
s

s

s2 + !2 � 1

�
=

!

s2 + !2

Usando a f�ormula:

Lf _fg = sF (s)� f(0) = s
1

s� 1
� 1 =

1

s� 1



Teorema do valor �nal

Quando uma fun�c~ao f(t) tende a um valor constante

quando t 7! 1, este valor pode ser obtido calculando-se o

limite no dom��nio da frequência:

lim
t 7!1

f(t) = lim
s7!0

sF (s)

� Se f(t) n~ao tende a um valor constante a igualdade

acima n~ao se veri�ca

� Ao inv�es de testar se f(t) tende para um valor

constante, podemos testar se os p�olos de sF (s) têm

parte real negativa

Exemplo: Seja f(t) = e�t e Lfe�tg = 1=(s+ 1)

lim
t7!1

e�t = 0

O mesmo resultado pode ser obtido calculando:

lim
s7!0

s
1

s+ 1
= 0

isto pôde ser calculado pois o p�olo de s=(s+ 1) �e s = �1.



Transformada inversa

Conhecendo-se a transformada de Laplace de uma fun�c~ao �e

poss��vel encontrar a fun�c~ao no tempo. Normalmente as

transformadas e transformadas inversas podem ser

encontradas em tabelas.

Na maioria dos casos �e necess�ario manipular algebricamente

as express~oes para encontrar os valores tabelados. Isto �e

feito usando o m�etodo das fra�c~oes parciais.

1. Fra�c~oes parciais para p�olos distintos Seja F (s)

dada por:

F (s) = k
(s+ z1)(s+ z2) � � � (s+ zm)

(s+ p1)(s+ p2) � � � (s+ pn)

Quando os p�olos de F (s) s~ao distintos, F (s) pode ser

reescrita da seguinte forma:

F (s) =
a1

s+ p1
+

a2
s+ p2

+ � � �+ an
s+ pn

Os valores dos ai podem ser calculados da seguinte

forma:

ai = (s+ pi)F (s)js=�pi



� O m�etodo acima �e conhecido como o m�etodo dos res��duos

� Pode-se obter os valores de ai usando igualdade de

polinômios

� Usando-se propriedades da transformada inversa pode-se

calcular f(t) mais facilmente usando a expans~ao em

fra�c~oes parciais.

No caso de F (s) temos:

f(t) = L�1fF (s)g

= L�1k (s+ z1)(s+ z2) � � � (s+ zm)

(s+ p1)(s+ p2) � � � (s+ pn)

= L�1f a1
s+ p1

+
a2

s+ p2
+ � � �+ an

s+ pn
g

= L�1f a1
s+ p1

g+ � � �+ L�1f an
s+ pn

g

= a1e
�p1t + a2e

�p2t + � � � ane�pnt t � 0



Resolu�c~ao de equa�c~oes diferenciais

Normalmente a aplica�c~ao das leis que regem o

comportamento dos sistemas levam a modelos matem�aticos

representados por equa�c~oes diferenciais.

No caso geral, as equa�c~oes diferenciais s~ao n~ao lineares e a

lineariza�c~ao usando s�erie de Taylor leva a um modelo

simpli�cado, v�alido em torno do ponto de opera�c~ao ou

ponto de equil��brio.

A solu�c~ao de equa�c~oes diferenciais �e sempre trabalhosa e, na

maioria dos casos, dif��cil de ser obtida. No caso de equa�c~oes

linearizadas com coe�cientes constantes, a transformada de

Laplace �e uma ferramenta bastante �util para resolver

sistemas de 1a ordem, 2a ordem ou mesmo de ordem

superior. Esta t�ecnica ser�a apresentada na forma de

exemplos:

1. Sistema de primeira ordem

O modelo matem�atico do circuito RC ou o modelo

linearizado do tanque �e dado por uma equa�c~ao

diferencial do tipo:

� _x+ x = u(t) x(0) = x0

Encontrar a solu�c~ao da equa�c~ao diferencial usando a

tranformada de Laplace.



Aplicando-se a transformada de Laplace de ambos os

lados da equa�c~ao temos:

Lf� _x+ x = u(t)g
Lf� _xg+ Lfxg = Lfu(t)g
�Lf� _xg+ Lfxg = Lfu(t)g

Usando o fato que:

Lfxg = X(s)

Lfug = U(s)

Lf _xg = sX(s)� x(0)

�sX(s)� �x(0) +X(s) = U(s)

X(s) =
�

�s+ 1
x(0) +

1

�s+ 1
U(s)

Tomando-se a transformada inversa temos:

L�1fX(s) =
�

�s+ 1
x(0) +

1

�s+ 1
U(s)g

x(t) = L�1f �

�s+ 1
x(0)g+ L�1f 1

�s+ 1
U(s)g

� Para � = 10, u = 0 e x(0) = 2 a solu�c~ao da equa�c~ao



homogênea �e dada por (usando a tabela de Laplace):

x(t) = L�1f 20

10s+ 1
g = L�1f 0:2

s+ 0:1
g

x(t) = 0:1e�0:1tx(0) = 0:2e�0:1t

� Para � = 10, u = 1 (degrau unit�ario) e x(0) = 0

temos:

Lfug = U(s) =
1

s

x(t) = L�1f 1

s(10s+ 1)
g

x(t) = L�1f 0:1

s(s+ 0:1)
g =

x(t) = L�1f0:1
s
g � L�1f 1

s+ 0:1
g

x(t) = 0:1� e�0:1t t � 0

2. Sistemas de segunda ordem

�x+ 2 _x+ 5x = u(t) x(0); _x(0) : dados



Usando o fato que:

Lfxg = X(s)

Lfug = U(s)

Lf _xg = sX(s)� x(0)

Lf�xg = s2X(s)� sx(0)� _x(0)

Tomando-se a transformada de ambos os lados da

equa�c~ao temos:

Lf�x+ 2 _x+ 5x = u(t)g
fs2X(s)� sx(0)� _x(0)g+

2fsX(s)� x(0)g+ 5X(s) = U(s)

X(s) =
s+ 2

s2 + 2s+ 5
x(0) +

1

s2 + 2s+ 5
_x(0) +

1

s2 + 2s+ 5
U(s)

� Para u = 0 a solu�c~ao da equa�c~ao homogênea �e dada

por (usando a tabela de Laplace):

x(t) = L�1fX(s)g

x(t) = L�1f s+ 1

s2 + 2s+ 5
x(0) +

1

s2 + 2s+ 5
x(0)

+
1

s2 + 2s+ 5
_x(0)g

x(t) = 0:5e�t[cos 2t+ sin 2t]x(0) + 0:5e�t sin 2t _x(0)



� Para u = 3 , x(0) = 0, _x(0) = 0 temos:

Lf3g = 3

s

No dom��nio de Laplace, temos:

X(s) =
1

s2 + 2s+ 5

3

s
=

3

(s(s2 + 2s+ 5)

X(s) =
3

5s
� 3

5

s+ 2

s2 + 2s+ 5

X(s) =
3

5s
� 3

5

1

(s+ 1)2 + 22
� 3

5

s+ 1

(s+ 1)2 + 22

x(t) = L�1fX(s)g

x(t) = L�1f 3
5s
g � L�1f 3

5s

1

(s+ 1)2 + 22
g �

L�1f 3
5s

s+ 1

(s+ 1)2 + 22
g

x(t) =
3

5
� 3

10
e�t[sin 2t� cos 2t] t � 0



Fun�c~ao de transferência

Para um sistema linear cujo comportamento �e descrito por

equa�c~oes diferenciais:

� Lineares

� Coe�cientes constantes

� Condi�c~oes iniciais nulas:

x(0) = 0; _x(0) = 0 � � �x(n�1)(0) = 0

De�ne-se Fun�c~ao de Transferência como sendo a rela�c~ao

entre a transformada de Laplace da sa��da pela entrada

conforme mostrado:

U(s)
G(s)

Y (s)
G(s) = Y (s)

U(s)



1. Determinar a fun�c~ao de transferência do circuito RC

R

C

+

--

+

v(t) vC(t)

O circuito RC �e modelado por uma equa�c~ao diferencial

de primeira ordem:

RC _vC +
1

C
vC(t) = v(t)

Tomando-se a transformada de Laplace com condi�c~oes

iniciais nulas temos:

(RCs+ 1)Vc(s) = V (s)

Portanto,

G(s) =
1

RCs+ 1
=



2. Determinar a fun�c~ao de transferência do circuito RLC

R

-

+

v(t)

+

-

C

L

vC(t)
i(t)

O circuito RLC �e modelado por uma equa�c~ao

diferencial de segunda ordem:

LC�vC(t) +RC _vC(t) +
1

C
vC(t) = v(t)

Tomando-se a transformada de Laplace com condi�c~oes

iniciais nulas:

LCs2VC(s) +RCsVC(s) + VC(s) = V (s)

Portanto,

G(s) =
1

LCs2 +RCs+ 1
=

1
LC

s2 + R
L
s+ 1

LC



3. Determinar a fun�c~ao de transferência para o motor CC

J

b

ic constante

Vc

+

Ea(t)

Ra La

-

+

-

Vfcem
ia

Circuito de armadura

Tm

�

Circuito de

Campo

O comportamento do sistema mecânico e do sistema

el�etrico �e dado pelas equa�c~oes diferenciais

La
dia
dt

+Raia +Kb

d�

dt
= Ea(t)

J
d2�

dt2
+ b

d�

dt
= Kia

Tomando-se a transformada de Laplace de ambas as

equa�c~oes com condi�coes iniciais nulas:

LasIa(s) +RaIa(s) +Kbs�(s) = Ea(s)

Js2�(s) + b�(s) = KIa(s)



Normalmente, para o Motor CC o objetivo �e encontrar

a rela�c~ao entre a tens~ao de entrada Ea e a posi�c~ao

angular do motor �. Ou seja, a fun�c~ao de transferência

procurada �e:

G(s) =
�(s)

Ea(s)

KIa(s) = Js2�(s) + b�(s)

Ia(s) =
Js2 + bs

K
�(s)

Ea(s) = (Las+Ra)Ia(s) +Kbs�(s)

Ea(s) = (Las+Ra)
Js2 + bs

K
�(s) +Kbs�(s)

KEa(s) = (JLas
3 + Labs

2 + JRas
2 +Rabs+KKbs)�(s)

Portanto:

G(s) =
�(s)

Ea(s)

G(s) =
K

JLas3 + (Lab+ JRa)s2 + (Rab+KKb)s



Diagrama de blocos

A representa�c~ao por diagramas de blocos �e uma ferramenta

importante para a an�alise e projeto de sistemas de controle.

Considere duas entradas u1(t) e 2(t) e uma sa��da y(t)

� Soma: y(t) = u1(t) + u2(t)

u1 y

u2

+
+

� Diferen�ca: y(t) = u1(t)� u2(t)

u1 y

u2

-
+

� Multiplica�c~ao: y(t) = u1(t)u2(t)

u1 y

u2



Dados dois sistemas com fun�c~oes de transferência F e G:

� Interconex~ao em cascata (ou s�erie)

u
F G

y
FG

u y

� Interconex~ao em paralelo (ou soma)

FG
u yu

F

G

y
+

+

� Realimenta�c~ao unit�aria

F
y+u

-

� Realimenta�c~ao n~ao unit�aria

F

G

y+u

-



Diagramas equivalentes:

G
u1 y1

y2

G

1
G

y2

y1

y

u2

-
+

u1 +

-

G G

G

u1

u2

y

u1

G y
G

u1 1
G

F

F
-

-

+
+

u1 y
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Resposta Temporal

Existem v�arios sinais testes para sistemas de controle. Na

resposta temporal o mais comum deles �e o degrau de

amplitude unit�aria.

Em um grande n�umero de problemas de controle o objetivo

�e manter constante o valor da vari�avel de sa��da.

� Posicionamento de uma antena

� Controle de temperatura em um forno industrial

� Controle de n��vel em um tanque, etc

Em muitos deste problemas, devemos mudar a posi�c~ao

inicial do sistema para uma dada posi�c~ao �nal. Por

exemplo, no caso da antena, queremos mud�a-la da posi�c~ao

em que se encontra para uma posi�c~ao pr�e estabelecida,

direcionando-a para um dado objetivo.



Outros sinais importantes do ponto de vista de sinais de

controle s~ao:

� Impulso

� Rampa

� Sinais senoidais

Os dois primeiros podem ser analisados a partir do degrau

unit�ario pois:

� Impulso �e a derivada do degrau unit�ario

� Rampa �e a integral do degrau unit�ario



Sistemas de primeira ordem

A fun�c~ao de transferência de um sistema de primeira ordem

�e dada por:

G(s) =
1

RCs+ 1
=

1

�s+ 1

� O sistema possui apenas um p�olo em s = �1=�

� A constante de tempo � = RC

A �gura a seguir mostra a rela�c~ao entrada-sa��da de um

sistema de primeira ordem padr~ao:

1
�s+1

Y (s)U(s)

A resposta ao degrau �e dada por:

Y (s) =
1

�s+ 1
U(s) =

1

�s+ 1

1

s

A resposta temporal �e dada por:

Y (s) =
1

�s+ 1

1

s
=

1

s
� �

�s+ 1

y(t) = 1� e�
t
� t � 0



� A inclin�c~ao da reta tangente �a resposta em t = 0

fornece a caracter��stica da resposta.

dy

dt

����
0

=
1

T
)
8<
:

dy
dt
7! 0 : sistema lento

dy
dt
7! 1 : sistema r�apido

� y(T ) = 1� e�1 = 0:636. A resposta do sistema est�a a

63% do valor �nal em regime permanente

� y(2T ) = 1� e�2 = 0:865 ) 83% do valor �nal

� y(3T ) = 1� e�3 = 0:95) 95% do valor �nal

� y(4T ) = 1� e�4 = 0:982 ) 98% do valor �nal

� y(3T ) = 1� e�5 = 0:993 ) 99% do valor �nal

As propriedades acima podem ser utilizadas quando

queremos levantar experimentalmente as caracter��sticas de

um processo.



Sistemas de segunda ordem

Um sistema de segunda ordem na forma padr~ao �e dado por:

Y (s)U(s)
!2n

s2+2�!ns+!2n

� � coe�ciente de amortecimento

� !n frequência natural do sitemas

Considere o caso do sistema RLC:

R

-

+

v(t)

+

-

C

L

vC(t)
i(t)

A fun�c~ao de transferência �e dada por:

G(s) =
1
LC

s2 + R
L
s+ 1

LC



Comparando com a forma padr~ao temos:

G(s) =
1
LC

s2 + R
L
s+ 1

LC

=
!2n

s2 + s�!n + !2n

!2n =
1

LC

2�!n =
R

L
) � =

R

2

r
C

L

� � depende linearmente da resistência do circuito

� A resistência �e respons�avel pela dissipa�c~ao de energia

� As oscila�c~oes da resposta dependem da indutância e da

capacitância

1. Sistema sem amortecimento (� = 0)

No caso de n~ao haver amortecimento n~ao h�a dissipa�c~ao

de energia.

G(s) =
!2n

s2 + !2n

� p1 = j!n , p2 = �j!n
A resposta ao degrau unit�ario �e:

Y (s) =
!2n

s2 + !2n

1

s



Y (s) =
1

s
� 1

s2 + !2n
y(t) = 1� cos!nt

2. Sistema sub amortecimento (0 < � < 1)

G(s) =
!2n

s2 + 2�!n + !2n

p1; p2 =
�2�!n �

p
4�2!2n � 4!2n
2

= ��!n �
p
�2 � 1

Os p�olos s~ao da forma:

p1; p2 = � � j!d

� � = ��!n �e a parte real dos p�olos

� !d = !n
p
1� �2 �e a frequência natural amortecida

A resposta ao degrau unit�ario �e:

Y (s) =
!2n

s2 + 2�!n + !2n

1

s

Usando a transformada inversa temos:

y(t) = 1� e�tp
1� �2

sin(!d + �)

� = tan�1
p
1� �2

�



3. Sistema sobre amortecido (� � 1)

No caso do coe�ciente de amortecimento ser maior que

1, os p�olos de G(s) s~ao:

p1; p2 = � � !n
p
�2 � 1

� Os p�olos s~ao reais e negativos

A resposta do sistema para um degrau unit�ario �e

Y (s) =
!2n

(s+ p1)(s+ p2)

1

s

Aplicando-se a transformada inversa temos:

y(t) = 1 +
!n

2
p
�2

�
e�s1t

s1
� e�s2t

s2

�



�Indices de desempenho

Os ��ndices de desempenho normalmente s~ao utilizados para

de�nir a qualidade da resposta. Os ��nices mais usados s~ao:

� Sobressinal m�aximo: Mp
�E a rela�c~ao entre o valor

m�aximo que a resposta atinge e o valor de regime. Este

valor, em muitos casos, est�a associado a quest~oes de

seguran�ca tais como: tens~ao m�axima que um circuito

pode suportar, m�axima deforma�c~ao que uma estrutura

pode suportar sem que haja ruptura do material, etc

� Tempo de sobressinal ou de pico: tp �E o instante

em que ocorre o sobressinal

� Tempo de acomoda�c~ao: ts �E o tempo necess�ario

para que a resposta atinja o valor de regime.

Normalmente utiliza-se valores de 5% ou 2% acima ou

abaixo do valor de regime como varia�c~ao aceita.

� Tempo de subida: tr �E o tempo necess�ario para que

a resposta do sistema atinja, pela primeira vez, 90% do

valor de regime. Este parâmetro est�a associado �a

velocidade de resposta do sistema. Sistemas r�apidos

têm pequenos valores de tr e sistemas lentos têm valores

altos de tr.



Para um sistema de segunda ordem, estes valores est~ao

indicados no gr�a�co mostrado a seguir.
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RESPOSTA DE SISTEMA DE SEGUNDA ORDEM

� As especi�ca�c~oes s~ao obtidas para sistemas de segunda

ordem sem zeros

� A maioria dos sistemas encontrados na pr�atica s~ao mais

complexos que sistemas de segunda ordem sem zeros.

As especi�ca�c~oes fornecem parâmetros de compara�c~ao

entre sistemas mais complexos e sistemas de segunda

ordem.



A resposta ao degrau unit�ario de um sistema de segunda

ordem �e dada por:

y(t) = 1� e��t
�
cos!dt+

�

!dt
sin!dt

�

onde !d = !n
p
1� �2 e � = �!n.

Para a obten�c~ao do sobressinal m�aximo devemos encontrar

o valor de t tal que a derivada da sa��da �e nula:

dy

dt
= �e��t

�
cos!dt+

�

!dt
sin!dt

�
�e��t (�!d sin!dt+ � cos!dt) = 0

Reescrevendo a equa�c~ao acima temos:

�e��t
�
��2

!d
sin!dt+ !d sin!dt

�
= 0

A primeira vez que o valor m�aximo ocorre �e para !dt = 0,

ou seja:

!dtp = � ) tp =
�

!d
=

�

!n
p
1� �2



Substituindo o valor de tp na equa�c~ao da resposta temos:

y(tp) = 1 +Mp

= 1� e
���
!d

�
cos� +

�

!d
sin�

�

= 1 + e
���
!d

Portanto,

Mp = e���!d = e���
p
1� �2 0 � � < 1

Um outro parâmetro importante na especi�ca�c~ao da

qualidade da resposta de um sistema �e o tempo de

acomoda�c~ao ts(5%) ou ts(2%). O tempo de acomoda�c~ao �e

dado dentro de uma precis~ao de 5% ou 2%.

Nao existe valor exato para o tempo de acomoda�c~ao e, por

analogia com sistemas de primeira ordem, temos:

ts(5%) = 3� =
3

�!n

ts(2%) = 4� =
4

�!n



Resumo dos ��ndices de desempenho

� Instante de pico tp

tp =
�

!d
=

�

!n
p
1� �2

� Sobressinal m�aximo Mp

Mp =
�

!d
=

yp � y(1)

y(1)
= e���!d = e���

p
1� �2

� Tempo de acomoda�c~ao ts

ts(5%) = 3� =
3

�!n

ts(2%) = 4� =
4

�!n



Identi�ca�c~ao de sistemas

Um dos m�etodos de identi�ca�c~ao de sistemas �e obten�c~ao dos

parâmetros de um sistema a partir dos sinais temporais de

entrada e sa��da.

� Identi�ca�c~ao direta: os sinais de entrada e de sa��da

do pr�oprio sistema a ser identi�cado s~ao usados para a

determina�c~ao de seus parâmetros.

� Identi�ca�c~ao indireta: o sistema a ser identi�cado �e

realimentado por um ganho constante. Neste caso

identi�ca-se os parâmetros dos sistema realimentado.

Identi�ca�c~ao de sistemas de primeira ordem

Modelo:

u y
Ks

1+�s

Onde y(t) �e a sa��da, Ks �e o ganho est�atico e � �e a constante

de tempo do sistema.

Para uma entrada do tipo degrau, os parâmetros Ks e �

podem ser obtidos atrav�es da resposta em regime y(1), da



amplitude do sinal de entrada U e do tempo de resposta a

5%, ts(5%):

Ks =
y(1)

U
� =

ts(5%)

3

O tempo de resposta a 5% �e o tempo necess�ario para o sinal

de sa��da atingir e permanecer dentro de uma faixa de 5% do

seu valor de regime. Para o sistema de primeira ordem:

y(ts(5%)) = 0:95y(1)

Identi�ca�c~ao de sistemas de segunda ordem

Modelo:

u y
Ks

!2n
s2+2�!ns+!2n

Onde u(t) �e a entrada, y(t) �e a sa��da, Ks �e o ganho est�atico

e � �e o coe�ciente de amortecimento do sistema e !n �e a

frequência natural do sistema.



Os parâmetros Ks, � e !n podem ser obtidos atrav�es da

resposta em regime y(1), do valor do sobressinal m�aximo

yp e de tp, o instante de tempo onde o sobressinal m�aximo

ocorre.

Ks =
y(1)

U
a = ln

yp�y(1)
y(1)

� =
ap

a2 + �2
!n =

p
a2 + �2tp

Identi�ca�c~ao de um integrador

K 1
s

u y

O ganho K pode ser determinado utilizando-se duas

medidas do sinal de sa��da. Sejam y1 e y2 duas medidas

tomadas, respectivamente, nos instantes t1 e t2.

K =
1

U

y2 � y1
t2 � t1



Identi�ca�c~ao indireta

Considere o sistema realimentado:

r

+
-

Kc G(s)
y

O objetivo �e identi�car a fun�c~ao de transferência G(s).

� Realimenta-se o sistema com um ganho constante Kc

� Aplica-se um degrau de amplitude U como referência e

mede-se a sa��da y(t) do sistema

A fun�c~ao de transferência em malha fechada �e:

M(s) =
KcG(s)

1 +KcG(s)

A fun�c~ao de transferência G(s) �e dada por:

G(s) =
1

Kc

M(s)

1�M(s)

� Sistema de primeira ordem

Se G(s) �e de primeira ordem ent~ao o mesmo vale para

M(s). Ou seja, M(s) �e da forma:

M(s) = Ks

1

1 + �s



Identi�cando-se M(s) temos:

G(s) =
Ks

Kc

1

�s+ (1�Ks

� Sistema de segunda ordem

Se G(s) �e de segunda ordem ent~ao o mesmo vale para

M(s). Ou seja, M(s) �e da forma:

M(s) = Ks

!2n
s2 + 2�!ns+ !2n

Identi�cando-se M(s) temos:

G(s) =
Ks

Kc

!2n
s2 + 2�!s+ (1�Ks)!2n


