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Introducao Geral

Controle: O termo controle refere-se a diferentes tipos de

relacoes homem-maquina;:

televisor
forno de microondas
Exemplos: aparelhos de CDs

aquecimento central de agua

maquina de lavar

avioes, trens, metros
fornos industriais
Exemplos: { robos manipuladores

trafego urbano e aéreo

antenas, etc



Introducao Geral

Controle de temperatura:

Perda de calor

Tq T Condi- -
ermo- cionador Casa
metro de ar T
( .
Ty : Temperatura desejada
Ty : Temperatura ambiente

Varavel de entrada: Ty

Varavel de saida: TA

Perda de calor: Perturbacao



Introducao Geral

Componentes basicos de um sistema de controle

Perturbacao

Referéncia

Atuador ‘ Planta

+

Sensor

Processo ou Planta
Perturbacoes ou distirbios
Principais Atuadores

Elementos Sensores

Entrada do processo

Saida do Processo



Introducao Geral

Etapas do projeto de um sistema de controle:

e Estabelecimento de um conjunto de especificacoes de
desempenho para definicao do problema de controle

e Modelagem matematica do sistema fisico e,

eventualmente, simplificacao de modelo
e Anilise do modelo (em geral via simulagao)
e Analise de desempenho do sistema original
e Definicao do controlador

e Realizacao do projeto utilizando pacotes de simulacao
(Projeto auxiliado por computador)

e Verificagao de desempenho e comparacao de
desempenho segundo o modelo simplificado e modelo

original

e Implementacao do controlador



Introducao Geral

Breve Historico

e Cornelis Drebel (1670) - Controle de temperatura para,

incubadora

e James Watt (1788) - Controle de Maquinas e

realimentacao

e Desenvolvimento de mecanismos utilizando a teoria de

Maxwell

e 1826-1835 - Controle de velocidade de telescépios e
aplicacoes em astronomia. Verificacao experimental do

problema de instabilidade.

e Sistematizacao do problema da estabilidade de sistemas

realimentados

e 1877 E. J. Routh vence " Adams Prize”com o trabalho
sobre critério de estabilidade (Critério de Routh)

e 1893 A. M. Lyapunov apresenta os primeiros

desenvolvimentos sobre a estabilidade do movimento

e Desenvolvimento de métodos frequenciais de
estabilidade: Nyquist (1932), Bode (1945)



1936 surge o primeiro controlador do tipo PID. Nesta

época surge também o conceito de servomecanismo

Técnicas de projeto de controladores desenvolvida por
Evans (1948). Técnica do lugar das raizes

Década de 50 Bellman e Kalman nos Estados Unidos e
Pontryagin na Uniao Soviética consideram o problema,

de controle sob a representacao de equacoes diferenciais
e representacao por variaveis de estado

Aparecimento de aplicacoes de controle utilizando
computadores

Os trabalhos de Lyapunov sao reexaminados sob a 6tica
da teoria de controle

Aparecimento do controle digital na década de 70



Introducao Geral

Caracteristica multidisciplinar: Em quase todos os

campos do conhecimento, a area de controle faz-se presente.

e Engenharia elétrica, mecanica, quimica, computacao,

naval, civil, sanitaria, etc.
e Economia, Fisica, Quimica
e Aerondutica, astronautica
e Biologia. ecologia

e Outros
Conceitos utilizados

e Numeros complexos, algebra, equagoes diferenciais, etc.

e Modelagem, comportamento fisico e caracteristicas de
sistemas, funcionamento de atuadores, de sensores, de
instrumentos de aquisicao de dados, etc.

e Pacotes de simulacao e linguagens de programacao

e QOutros, dependendo das aplicacoes



Principais termos usados em controle

Sistema: Frequentemente representado por um diagrama

de blocos:

y

Um sistema pode ser um equipamento ou um fendémeno

fisico.
e Linhas com setas representam sinais

e (Caixas representam sistemas

Planta: E o equipamento a ser controlado (motor, atuador,

reator, etc)

Processo: E todo fenomeno, natural ou artificial, que
evoluem segundo uma dinamica (processo quimico,

biolégico, etc.)

Perturbacao externa ou distirbio: Sao sinais com

efeitos indesejados sobre o processo



Sistema em malha aberta: E um sistema composto por
uma planta ou processo e um controlador sem que haja

interferéncia do sinal de saida no sinal de controle.
Sinal de

Entrada Controle Saida
Controlador Processo p——

A saida é sensivel aos fenémenos indesejaveis ao processo
(perturbagoes externas, variagoes nos parametros, etc). E

de custo relativamente baixo.

Sistema em malha fechada: Ou sistema realimentado.
Uma parcela do sinal de saida é realimentado junto a

entrada do sistema.

Sinal de

Entrada Erro Controle Saida
T Controlador Processo >

Malha de realimentacao

Os sistemas em malha fechada apresentam melhor
desempenho na presenca de perturbacoes externas e

incertezas. Possuem custos mais elevados.

Servomecanismo: E um sistema realimentado para
controle automatico de posicao, velocidade e aceleracao



Sinais padronizados para testes

Para podermos modelar um sistema fisico devemos
submeteé-los a diferentes sinais de entrada, determinando os

efeitos produzidos. Ou seja medindo as saidas.

Sinais de tempo continuo: A varidvel ¢ é continua. O

sinal é conhecido como sendo analdgico.

Sinais de tempo discreto: A variavel ¢ é discreta,

assumindo valores em determinados instantes de tempo.

Os sinais mais utilizados sao:

e Funcao degrau unitario

1 t>0
r(t) = u(t) = -
0 t<0
e Funcao rampa unitaria
t t>0
r(t) = -
0 t<0
e Funcao parabola
1,2
st t>0
r(t) =<{ 2 -
0 t <0



e Funcao polinomial

e Funcao senoidal
r(t) = Asinwt

A : amplitude do sinal, w : frequéncia do sinal

e Funcao impulso unitario (Delta de Dirac)




Revisao

Objetivo: O objetivo desta secao é fazer uma pequena
revisao de nimeros complexos, algebra de nimeros

complexos, variaveis complexas e fungoes complexas.
Niimeros complexos

A necessidade de manipular niimeros complexos surge da

resolucao de equacoes do tipo:
s2+1=0

Usando a notacao 7 = v/—1, todos os nimeros encontrados

em aplicagoes de engenharia podem ser escritos da forma:
Z2=T+JYy

z: nuamero complexo
x: parte real
y: parte imaginaria,
Interpretacao: Um nimero complexo z pode ser

considerado como um ponto no plano complexo ou como o

segmento unindo a origem até o ponto.



Representacao de z no plano complexo:

Im A

g [ §

O angulo de um niimero complexo 2z é o angulo entre o
segmento e a parte positiva do eixo real. E considerado

positivo no sentido anti-horario.

O comprimento ou magnitude de z e o angulo de z sao
dados por:

2l = Va?+y?

0 = tan~!

8|

Na forma polar o nimero complexo z é dado por:

z = |z|Z6



O complexo conjugado de z = x + jy é definido por:
Z=%—)Y

possui a mesma parte real e a parte imaginaria com sinal

trocado.

Representacao de z e zZ no plano complexo:

A

Férmula de Euler: cosf + jsinf = e??

e/ = cosf + jsiné e 9% = cosf — jsiné

el? 4 e~ , el? — e=39
cosf = sin 6 = ,
2 27




Resumo

s=a+ 5y
Forma Retangular
z = |z|(cos B + jsin @)

z = |z|/6
Forma Polar ‘
z = |z|ed?

A conversao da forma polar para a retangular é:

2| = Va2 +92 ; 6 =tan ! Y

X

A conversao da forma retangular para a complexa é:

x = |z|cosf ; y=|z|sinb



Algebra de niimeros complexos

Escolhendo-se uma forma de representacao - forma
retangular ou forma polar - as operacoes algébricas usuais

podem ser facilmente realizadas.

Igualdade de niimeros complexos: Dois nimeros
complexos z e w sao iguais se e somente se a parte real e a

parte imaginaria deles forem iguais.

2= T4y
w = u-+Jvu

T =1u
z = w =

y=v

Adicao de niimeros complexos: Dois nimeros
complexos z e w podem ser somados, somando-se

separadamente as partes reais e imaginarias

z4+w=(x+jy) + (u+jv) = (v +u) +jly +v)

Subtracao de niimeros complexos: Dois nimeros
complexos z e w podem ser subtraidos, subtraindo-se

separadamente as partes reais e imaginarias

z—w=(x+jy) — (u+jv) = (r —u)+jly —v)



Multiplicacao de niimeros complexos: A
multiplicacao de dois nimeros complexos z e w é dada por:

cw = (z+jy)(u+jv) = zu+ jyu+ jzo + j2yv
zw = (xu—1yv)+ j(zv + yu)
Usou-se o fato que j2 = —1. Na forma polar temos:

z=1z|40 ; w=|w|lp = zw=|z||lw|L0+ ¢

Divisao de numeros complexos: A divisao de dois
numeros complexos z e w € mais simples de ser realizada na
forma polar:

2z VA z

2 _ld8 e,

w  |w|£0  |w]

Na forma retangular é necessario multiplicar o numerador e

o denominador pelo complexo conjugado do denominador:

: _ atjy_ (@ripu—gv) _sutyy  yu—av

. , — = +
w u+jv (u+gv)(u—jv)  u?+v? (TR
Potenciacao e raizes:

2" = (|z]40)" = |z|"4nb
0

/ —
n

S|=
S|
3|~

2= ([2]40)" = ||



Funcoes Complexas

Um nimero complexo possui, portanto, parte real e parte
imagindria. Se a parte real ou a parte imaginaria sao
variaveis o nimero complexo é chamado de variavel

complexa. Seja s = ¢ + jw uma varidvel complexa.

Uma fungao complexa F(s), fungdo da variavel complexa s,

possui uma parte real e uma parte imaginaria.
F(s)=F, +jF,

O moédulo e o angulo de F(s) sao:

F
|F(S)|=\/FQ?TFy2 . LF(s) = tan™!

O complexo conjugado de F(s), denotado por F(s) é:
F,=F, — JFy,

As funcgoes complexas mais comumente encontradas em
analise e projeto de sistemas lineares sao funcoes do tipo:

(s+2z1)(s+22) - (s+ zm)
(s +p1)(s+p2)--(s+pn)

F(s) =K



As raizes do denominador s = —p1,8s = —pa, - , 8 = —Pp,
sao os polos de F'(s). Se forem todas distintas, dizemos que
a funcao possui pélos simples e se forem repetidas F'(s)
possui pdlos multiplos, de multiplicidade k (onde & é o

nimero de vezes que o mesmo polo se repete).

As raizes do numerador s = —21,8 = —29,"++ , 8§ = —2,,, Sa0

os zeros de F'(s), podendo ser simples ou multiplos.
Exemplos

a) Seja um nimero complexo z = x + jy, multiplicar por j
interpretando graficamente a operacao.

jz = j(z +jy) = jo + j°y = —y + jx
Realizando a operacao na forma polar, lembrando que
7 = 1290¢:
z=|z|40 = jz=1£90° |z|£6 = |z|£6 + 90°

A
Im

. o z
J= e 90

Y




A multiplicacao de um nimero complexo por j corresponde
a uma rotacao no sentido anti-horario de 90°.

b) Seja um nimero complexo z = = + jy, dividir por j
interpretando graficamente a operacao. Realizando a

operacao na forma polar:

z  |z]£0
= z|£40 = - = = |z|£0 — 90°
2= 7 12900 &
Graficamente temos:
Im 1
90° R'e
?

A divisao de um nimero complexo por j corresponde a uma

rotacao no sentido horario de 90°.



¢)(8.66 — j5)3 = (10£30°)® = 1000£—90° = 0 — 51000 =
— 1000

N[—=

d)(2.12 — 2.125)2 = (9£—45°)% = 3/—22.5°

e) Dada a fungao G(s) encontrar os polos e os zeros.

(s +2)(s + 10)

G = K D5+ 5) (s + 15)2

Zeros: s = —2,5s = —10

Pélos: s =0,s = —1,s = =5 e s = —15 (multiplicidade 2)



Modelagem Dinamica de Sistemas

. Introducao

. Sistemas Mecanicos

. Sistemas Elétricos

. Sistemas Elétro-mecanicos

. Linearizacao

. Resolucao de Equacoes Diferenciais Lineares

. Exemplos



Introducao

Objetivo: Introduzir os principios basicos para a
modelagem de sistemas fisicos.

A representacao matematica de um sistema é obtida
aplicando-se as leis fundamentais que regem o seu

comportamento. Por exemplo:

SISTEMA i > MODE,LO
MATEMATICO
(Circuito Elétrico) (Equagdes Diferenciais)

LEIS FUNDAMENTAIS
(Lei de Ohm, de Maxwell, Kirchoff, etc)

Importancia da Modelagem de Sistemas: Na maioria
dos casos, o controle de um dado sistema necessita de uma

representacao matematica ou de um modelo associado.

Outras técnicas: Identificacao, estratégias de controle
que nao necessitam do modelo do sistema (controle

nebuloso, inteligéncia artificial, redes neurais, etc. )



Sistema Algébrico: Quando o modelo matematico é
composto por uma ou mais equacoes algébricas. A resposta
depende somente do valor da variavel de entrada em ¢.

+

iy (1) RE y(t)  v(H) = Ri(1)

Sistema Dinamico: Quando o modelo matemaético é
composto por uma ou mais equacoes diferenciais. Sua,
resposta no instante £ nao pode ser determinada somente

com o conhecimento das variaveis de entrada em t.

A saida do circuito é dada por:

y(t) t .
/y(o) dy(t) = %/0 i(t) dt = y(t) =y(0) +é/0 i(t) dt



Sistemas Mecanicos

A obtencao do modelo matemaéatico ou das equacoes de
movimento de um sistema mecanico estd associada a

aplicacao da Lei de Newton:
F'=ma

F' : representa as forcas aplicadas
a : representa o vetor de aceleracoes com respeito a um
referencial inercial

m : é a massa do corpo considerado

Forca de inércia: é devida a aceleracao de uma massa m

em relacao a um referencial inercial.




Forca de atrito: é devida a diferenca entre as velocidades

relativas nos terminais de um amortecedor.

. x'l :ijg
1
®

f = blir — i)

f

ey
L

b
]
1

b : coeficiente de atrito viscoso

Forca elastica: é devida ao deslocamento relativo dos dois

terminais de uma mola.

f=k(z1—2)

k : coeficiente de amortecimento da mola

Obs. A massa, a mola ou o amortecedor foram considerados

como elementos pontuais ou concentrados.



Exemplo: Considere o estudo da suspensao de um veiculo.
Se considerarmos apenas uma das quatro rodas do veiculo

podemos representar o sistema conforme a figura abaixo:

mo Try

Km§ —

Para a modelagem de sistemas mecanicos mais complicados

utilizamos o Principio de D’Alembert:

Em qualquer instante, a soma de todas as forcas
que agem sobre um sistema isolado, incluindo a

forca de inércia, que se opoe ao movimento, é nula



Usando os diagramas de corpos livres (1 para cada massa)
temos:

Aplicando o principio de D’Alembert para cada uma das
massas e levando-se em conta a direcao dos referenciais x e
Yy temos:

by —2)+kn(y—2x)+kyx = mi
—km(y —2) —b(y—2) = maj

Reescrevendo as equacoes temos:

b km
P L
Pt (@ =)+ @y Fhyr = 0
b ko
N N _
y+m2(y x)+m2(y )

e Cada massa — uma equacao diferencial de segunda ordem
e Molas e o amortecedores supostos lineares



Exemplo: Considere o esquema de um satélite em Orbita:

Propulsor

O Propulsor

Referencial Inercial

F,. é a forca de controle, responsavel pela orientacao do
satélite, Mp representa as forcas de perturbacao.



Trata-se da modelagem de um sistema cujo movimento é
rotacional. Neste caso a lei de Newton deve ser modificada

para:
M = I«

M : é a soma de todos os momentos em torno do centro de
massa do corpo

I : é o momento de inércia do corpo em torno do seu centro
de massa

« : é a aceleracao angular do corpo

O movimento do satélite é permitido somente em torno do
eixo perpendicular a pagina. O angulo 6 que descreve a
orientacao do satélite deve ser medido com relacao a um
sistema inercial. A equagao é dada por:

F.d+ Mp = I



Sistemas Elétricos

Circuitos elétricos consistem da interconexao entre fontes de
tensao, de corrente e diversos componentes: resistores,

capacitores, indutores, etc

As relagoes corrente-tensao para alguns dispositivos

elétricos com caracteristicas lineares sao dadas a seguir:
Resistor v lz v=Ri
; _ 7 dv
Indutor v lz v=Lg

Capacitor v T at

_|_
Fonte de v v _
Tensao 5 U= Us
Fonte de . d} lz S
7 =1
Corrente ts ®




As equacoes basicas de um circuito elétrico sao dadas pelas
leis de Kirchoff: lei das correntes e leis das tensoes:

e Para uma dada juncao de um circuito elétrico, a soma

algébrica das correntes que chegam € igual a soma das
correntes que saem

o A soma algébrica das tensoes numa dada malha € zero

Circuito RC:

_|_

R
AWV
v(t) ol

Sejam v(t): tensao de entrada, vg : tensao no resistor e v¢ :

tensao no capacitor (tensao de saida). Utilizando a lei das
tensoes de Kirchoft temos:

vr(t) +ve(t) = v(t)



usando o fato que:

dvc(t)
dt

A equacao diferencial de primeira ordem que representa a

i(t) = C

dindmica do circuito RC é dada por:

. 1 . d’UC
RC’UC + E'I)C(t) = ’U(t) , Vo = W
Circuito RLC:
R L
; AN Y T
o(t) Ti) e

Sejam v(t): tensao de entrada, vg : tensao no resistor, vy, :
tensao no indutor, e vo : tensao no capacitor (tensao de
saida). Utilizando a lei das tensdes de Kirchoff temos:

’UR(t) + ’UL(t) + ’Uc(t) = ’U(t)

O circuito RLC é, portanto, modelado por uma equacao
diferencial de segunda ordem:

LCie(t) + RCoo(t) + évc(t) (1)



Sistemas Eletromecanicos

O motor de corrente continua (motor DC, motor CC,
servomotor DC, etc) é um atuador bastante utilizado em
sistemas de controle: posicionamento de antenas, de robos

manipuladores, etc.

O servomotor pode ser operado em dois modos: corrente de
campo (estator) constante com uma tensao ajustavel
aplicada a armadura (rotor) e tensao constante e corrente

de campo ajustavel.

O circuito abaixo representa o motor DC controlado por

armadura.
Ve Circuito de
R L Campo
V\Nva A i constante
_+_

™ 9
-
T

Circuito de armadura b

Eq(t) Za/\v




R, resisténcia de armadura

L, indutancia da armadura
la corrente de armadura
e corrente de campo

E.(t)  tensao aplicada a armadura

Vicem: forca contra eletromotriz

6 deslocamento angular do eixo motor

T torque desenvolvido pelo motor

J Momento de Inércia equivalente do motor
b coeficiente de atrito viscoso

equivalente do motor e da carga

O torque T' desenvolvido pelo motor é proporcional a

corrente de armadura e a corrente de campo:
T = Kyig(t)ic(t)
Como a corrente de campo é suposta constante, entao
T = Kiy(t)

onde K é a constante de torque do motor.

Quando a armadura estiver girando ¢ induzida uma tensao



na armadura proporcional a velocidade angular:

do

V cem K
f bt

Para o circuito de armadura é:
VRa + VLa + Vfcem — Ea(t>

A equacao diferencial é dada por:

di, do
Lo— 4+ Ryig + Kp—

= F,(t
dt dt (t)

A corrente de armadura produz o torque T que ¢ aplicado a

inércia e ao atrito:

d*0 do
S 1V =T = Ki,
Yo e :

Portanto o sistema de equacoes diferenciais

dig . do
La_ ala Ky— = Ea
7 + R, 1, + bdt (t)
d?0 do
"4 = Ki,
TE Ty ‘

representa o comportamento do sistema mecanico e do

sistema, elétrico.



Linearizacao

Seja f(x) uma fungdo continua que admite derivadas de
ordem até oco. A aproximacgao linear de f(z) é dada por:

f(x) — f(xe) + % T=%T, (33 - xe)

Para valores proximos de z. esta aproximacao deve ser boa
e a medida que distanciamos de x. a aproximacao perde sua

validade.

Interpretacao grafica:

f(z)

Aproximacao
fme) fporeeemnnnnnns , Linear

Te T

Para o caso de funcoes de n varidveis a aproximacao linear

em torno do ponto T = (Te1 Tea -+ Ten) €

f(@) = fze) + V(we) (7 — )

onde V(z.) é o vetor gradiente de f(x) calculado em z.



Exemplo: Calcule aproximadamente 1/64.16 utilizando

uma aproximacao linear.

Seja f(x) = +/x e T, = 64, entao

fla) = fa) + —=le =)
1 0.16
£(64.16) = f(64) + 016 =8 = Tg ~ 801

Exemplo: Linearizar f(z) = f(z1,72) = 27 + x2 em torno
do ponto (xe1, xe2) = (10, 20).

0
f(x1,22) = f(Te1, Te2) + —af | (@er,me0) (T1 = Te1) +
I

of

8—332 ‘(melameQ)(x2 T xe2>

f(xy,2) = 22, 4 Toe + 2xe1 (21 — T1€) + 1(T2 — Te2)
f(xl,iljg) = 120+ 20(5131 — 10) + (5132 — 20)
f(xl,iljg) ~ —100+ 20x1 + z2



Exemplo: Considere o tanque representado na figura a

seguir:

,H [ ] [ ]
R TR H —¢ - 0.H
X3

A area transversal do tanque

X1,X9, X3 abertura das valvulas

H., Hy altura de entrada do liquido
H altura do liquido no tanque

Q1, Q2 vazoes de entrada do liquido
H vazao de saida

P densidade do liquido



A modelagem matematica é dada por:

( massa \ ( \ ( massa,
massa,
que acumulada
que sal
entra — = no tanque
durante
durante \ N ) durante

\ At

\

p(Q1+ Q2)dt — pQ3dt = pAdH

dH

Q1+ Q22— Q3 = AE

E importante notar que:

Q1 = CiXawH —H=Q:i(X1,H,H)
Q: = CyXy\/Hy= Ql(X1>H2>
Qs = C3X3VH =Q:(X3,H)

onde C1, (s, (3 sao constantes apropriadas.

A equacao diferencial de primeira ordem:

dH

Q1+ Q2— Q3= dt

é nao linear pois (); sao funcoes nao lineares de alturas.

Podemos estudar o efeito de pequenas perturbacoes em




torno de um ponto do equilibrio:
Qe = (Qe1, Qe2,Qe3) um dado valor de vazao

Xe = (Xe1, Xe2) um dado valor de abertura
H,, Hy constantes
d d
Q1 = Qe+ e Qo X (X1 — Xe1) + 491 Q.,x. (Q — Q¢)
Xm dH
dQ)2
— e v Xo — X,
Q2 Qe2 + X, Q.. X. (X2 2)
d d
Q3 = Qe3+ 49 Q... (X3 — Xe3) + 19 Q.,x. (@3 — Qe3)

dX 3 dH

Podemos escrever a aproximacao linear como:

Q1 = Qe1+Cix1+Csh=0Qa+q1
Q2 = Qe2+Csx2 = Qe+
Q3 = Qe3+ Crxs+ Csh = Qe3 + q3

Na condigao de equilibrio (ou seja, sem variagoes)
Qe1 + Qe2 = Qes
A equacao diferencial linearizada é dada por:
Ah = q1 + g2 — g3 = Cax1 + Coma — Cra3 = (Cs — Cg)h
Rearranjando termos:

Ah + (Cg — C5)h = Chx1+ Cgxg — Cras



Resolucao de Equacoes Diferenciais Lineares

Equacao Diferencial de Primeira Ordem

Dada a equacao diferencial de primeira ordem:
t—axr=u(t) ; z(0)=x9 ; t>0

Onde z(t) é uma funcao real da variavel ¢ e a é uma
constante real, £(0) = xp é a condicao inicial e u(t) é a
entrada. A varidvel a ser determinada é x(t). Para a
solugado devemos determinar zp(t) solucao do sistema
autonomo e x, uma solu¢ao particular para uma dada

entrada. A solucao geral:

2(t) = zn(t) + 2 (1)

1. Obtencao de x(t)
r—ar =0

A solucao da equacao diferencial de primeira ordem

autonoma é:
xn(t) = Cre™

C'1 : uma constante que depende da condicao inicial.



O comportamento do sistema depende da variavel a:

e Se a > (0 — sistema é instavel
e Se a < 0 — sistema é assintoticamente estavel

e Se a = (0 — sistema é estavel

. Obtencao de z,(?)
t—ar=u(t) ; z(0)=x9 ; t>0
A solucao particular x,(t) para o caso
u(t)=F

também serd constante.
Seja z,(t) = K
Tp(t) = K
Como a solucao particular deve satisfazer a equacao

diferencial, temos:

E
Tp—ar,=FE = —aK=FE = K:_;

A solucao geral é:

E
t) = Cie® - =
x(t) L€ »



Equacao Diferencial de Segunda Ordem

Dada a equacao diferencial de segunda ordem:

T+ at+bxr=u(t) ©(0)=z¢ ; 2(0) =g

1. Obtencao de x(t)
T +axr+bxr=0

Dada a semelhanca desta equacao com a equacao de
primeira ordem, vamos supor que a solucao homogenea
é do tipo:

z(t) = eM

Como a solucao homogénea deve satisfazer a equacao

diferencial, temos:

Tp + axp + bxy, =0

= MM paleM +ber = 0
= (AN 4ar+beM = 0
= M+ar+b = 0

A equacao acima é denominada equacao caracteristica
da equacao diferencial. Temos 2 casos a considerar:



a) Raizes distintas (\; # \2)

xp(t) = CreMt 4+ Cyet??

b) Raizes repetidas (A\; = A2 = )

zh(t) = Crert + Cyte

. Obtencao de z,(?)

A obtengao da solugao particular depende de u(t). A
tabela a seguir fornece o tipo de solucao particular a ser
procurada para algumas das mais importantes funcoes

de entrada.
u(t) zp(t)
K : constante | A : constante
Ktk Ao+ At + -+ + AptF
Ket Ket
K coswt A coswt + Bsinwt
K sin wt A coswt + B sin wt




Exemplo 1: ¥ + 32+ 2x =0

A equacao caracteristica associada é:
MA3A+2=0 = M\ =-2; l=-1
A solucao da equacao homogénea é:
5, (t) = Cre 2 4 Che ™t
Exemplo 2: 2+ 22+ 1x =0
A equacao caracteristica associada é:
MA22+1=0 = I =-1; A=-1

Como as raizes da equacao caracteristica sao repetidas, a

solucao da equacao homogeénea é:

x5, (t) = Cre” b + Cyte™

Exemplo 3: &+ 62 + 13x =0

A equacao caracteristica associada é:
MA6A+13=0 = A\ =-34+42; dg=-3—2
A solucao da equacao homogénea é:

z5(t) = Cre 3te?t 4 Che 3te 2t



Usando o fato que:

et = cos2t+ jsin2t
et = cos2t— jsin2t
rn(t) = e ?[C}(cos2t + jsin2t) + Cy(cos 2t — j sin 2t]
zn(t) = e 3(Cy+ Cy)cos2t + j(Cp — Cy)sin 2t]

Propriedade: C; e (5 sao constantes complexas

conjugadas ou seja:

Ci=c1+jec N C1+ Cs =2¢;
Cy =c1 — jeo C1— Cy = —2c¢
Podemos reescrever a solucao homogenea como:

r,(t) = 2e7%(cicos2t — cpsin 2t)

rn(t) = Me > cos(2t + P)
A relacao acima é obtida usando:

M cos® = 2¢; M =2\/c§ +c3
Msin ® = 2¢y tanCI):g—i
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Introducao

A transformada de Laplace converte equagoes integrais e
diferenciais em equacoes algébricas. Desta forma a
Transformada de Laplace torna-se uma técnica
extremamente util na solucao de equacoes diferenciais

lineares invariantes no tempo.

e aplica-se também para sinais em geral
e permite andlise do regime transitorio de um sistema
e serve para analise de circuitos

e facilita a manipulacao de sistemas complicados, com
integradores, derivadores, ganhos, etc



Definicao

A transformada de Laplace de um sinal (ou de uma fungao)
f é a fungao F = L{f} definida por:

0
F(s) = / F(t)et dt
0
para s uma variadvel complexa.

e F' é uma funcao complexa de niimeros complexos

e s é uma varidvel complexa, ou variavel frequéncia (em

1/segundos)
e t ¢ a variavel tempo

e st é sem unidade

Convencao: letras minudsculas denotam sinal, maitsculas
denotam a transformada de Laplace do sinal.

Exemplo: A transformada de Laplace do sinal v é U

U(s) = L{u}



Exemplo: Funcao exponencial

Calcular a transformada de Laplace de f(t) = e’.

F(s) = / efe™® dt
0

_ / S(1-9)t gy
0

1
_ 6(1—.9)15
1—s
1

s —1

o0

0

F(s) estd definida para todo s # 1.
Portanto,
1

L't = s—1

Exemplo: Funcao constante ou funcao degrau

Calcular a transformada de Laplace de f(¢t) =1; t >0,

o° 1 > 1
/ e—st dt — __e—st —



Exemplo: Funcao cosseno

Calcular a transformada de Laplace de f(t) = coswt

1 1 .
t = t: —_ JWt _ —jwt
f( ) COSW 26 + 26
F(s) é dada por:
> 1 1
F(s) = / e (el 4 —e I dt
0 2 2
— 1/ (—S+jw)tdt_|_1/ e(—s—jw)tdt
2 2 /o
11 N 1 1
25— jw 25+ jw

S
32—|—w2




Propriedades

A transformada de Laplace possui varias propriedades que

sao bastante utilizadas. As mais importantes sao:

1. Linearidade Sejam duas fungoes f1(t) e f2(t) com
transformadas de Laplace Fy(s) e F5(s) respectivamente

e sejam aq e ag dois escalares:

L{a1f1(t) + a2 f2(t)} = a1Fi(s) + a2 Fa(s)

Exemplo: f(t) = e’ + coswt

F(s) = L{e"+coswt} = L{e"} + L{coswt}
1 + S
s—1 524 w?

2. Translagao em atraso Seja f(t) uma fungao, u(t) o
sinal degrau unitario e & uma constante. Seja F(s) a
transformada de Laplace de f(t), entao

LUt = Jult —a)} = e F(s)



3. Teorema da diferenciagao Seja uma fung¢ao f(t) com
transformada de Laplace F'(s):

L{f} = sF(s) — f(0)
e Diferenciacao no tempo significa multiplicagao por s no

dominio da frequéncia

e Inclui um termo referente a condigao inicial f(0)

Para derivadas de segunda ordem:

L{f} = s£{f} - f(0)
= ( F(s) — f(0)) — f(0)
= s"F(s) —sf(0)) — £(0)

e Os dois ultimos termos referem-se as condicoes iniciais

e Expressoes similares podem ser encontradas para

derivadas de ordem superior



Exemplo: f(t) =ef, f = ¢t

L{f} =L{f} =
Usando a féormula:

L{f}=sF(s) = f(0) = s

S

Exemplo: f(t) =sinwt=—14

S

1
s—1

1
—1

1=

cos wt

1
L{sinwt} = —
{sinwt} » <s
Usando a férmula:

L{f}=sF(s) = f(0) =5

82+w2—1> - §2 4 w2

1
1=

s—1

1
s —1

s—1



Teorema do valor final

Quando uma func¢ao f(¢) tende a um valor constante
quando t — o0, este valor pode ser obtido calculando-se o
limite no dominio da frequéncia:

Jim 10 = ling oF

e Se f(t) nao tende a um valor constante a igualdade

acima nao se verifica

e Ao invés de testar se f(t) tende para um valor
constante, podemos testar se os pélos de sF'(s) tém

parte real negativa

Exemplo: Seja f(t) =e te L{e '} =1/(s+1)

lim et =0
t— o0

O mesmo resultado pode ser obtido calculando:

) 1
lim s =0
s—0 S—|—1

isto pode ser calculado pois o pdlo de s/(s+ 1) é s = —1.



Transformada inversa

Conhecendo-se a transformada de Laplace de uma funcao é
possivel encontrar a funcao no tempo. Normalmente as
transformadas e transformadas inversas podem ser

encontradas em tabelas.

Na maioria dos casos é necessario manipular algebricamente
as expressoes para encontrar os valores tabelados. Isto é
feito usando o método das fracoes parciais.

1. Fracgoes parciais para pdélos distintos Seja F(s)
dada por:

(s+2z1)(s+22) - (s+ 2zm)
(s +p1)(s+p2) - (s+pn)

F(s) =k

Quando os polos de F'(s) sao distintos, F'(s) pode ser
reescrita da seguinte forma:
a a an,
bt
S+ p1 S + P2 S+ Dn

F(s) =

Os valores dos a; podem ser calculados da seguinte
forma:
a; = (54 pi)F(s)|

§=—Di



e O método acima é conhecido como o método dos residuos

e Pode-se obter os valores de a; usando igualdade de
polinémios

e Usando-se propriedades da transformada inversa pode-se

calcular f(t) mais facilmente usando a expansao em

fracoes parciais.

No caso de F(s) temos:

ft) = L7HF(s)}
(s+z1)(s+22) - (s+ zm)

= L7k
(s +p1)(s+p2) - (5+pn)
a a a,
S+ p1 S + p2 S+ Dn
_ al _ an

= qre PP 4 ape P2t 4 ..q e Pt £ >0



Resolucao de equacoes diferenciais

Normalmente a aplicagao das leis que regem o
comportamento dos sistemas levam a modelos matematicos

representados por equacoes diferenciais.

No caso geral, as equacoes diferenciais sao nao lineares e a
linearizacao usando série de Taylor leva a um modelo
simplificado, valido em torno do ponto de operacao ou
ponto de equilibrio.

A solucao de equacoes diferenciais é sempre trabalhosa e, na
maioria dos casos, dificil de ser obtida. No caso de equacoes
linearizadas com coeficientes constantes, a transformada de
Laplace é uma ferramenta bastante tutil para resolver
sistemas de 1% ordem, 2% ordem ou mesmo de ordem
superior. Esta técnica sera apresentada na forma de
exemplos:

1. Sistema de primeira ordem

O modelo matemaético do circuito RC ou o modelo
linearizado do tanque é dado por uma equacao
diferencial do tipo:

T 4+ =wu(t) x(0)=xg

Encontrar a solucao da equacao diferencial usando a
tranformada de Laplace.



Aplicando-se a transformada de Laplace de ambos os
lados da equacao temos:

L{te+x = u(t)}
L{tz} + L{z} = L{u(t)}
tL{ti} + L{x} = L{u(t)}

Usando o fato que:

L{x} = X(s)
L{iu} = Uls)
L{r} = sX(s)—x(0)

7sX(s) —1x(0) + X(s) = U(s)
T 1

X = 0
(S> 7'3+1x( )+7'3—|—1

U(s)

Tomando-se a transformada inversa temos:

T

LX) = —al0) + ——U(s)
ot) = LH a0} + £ U ()}

e Para 7 =10, u =0 e (0) = 2 a solucao da equagao



homogénea é dada por (usando a tabela de Laplace):

20 0.2
_ —1 — —1

o) = L = A o)

z(t) = 0.1e %tz(0) = 0.2 O

e Para 7 =10, u = 1 (degrau unitério) e z(0) =0

temos:
Llw) = Uls) =
z(t) = 1{3(10j+1)}
ot) = LHZ} - L)

2. Sistemas de segunda ordem

T+ 22+ 5z =u(t) x(0),2(0): dados



Usando o fato que:
L{x} = X(s)
L{u} = U(s)
L£{r} = sX(s)—x(0)
L{i} = s*X(s)—sz(0) — z(0)

Tomando-se a transformada de ambos os lados da
equacao temos:

L{Z + 2% + bx = u(t)}
{s*°X(s) — sz(0) — (0)} +
2{sX(s) —z(0)} +5X(s) =U(s)

s+ 2
X = 0 z(0
(s) 324—23—|—5m()+32+23—|—5%()+
1
U
s24+2s+5 (s)

e Para u = 0 a solucao da equacao homogénea é dada
por (usando a tabela de Laplace):

z(t) = L7H{X(s)}

s+ 1 1
t)=L""1 0 0
z(t) {s2+25+5x()+s2+25+5x()
1
(0
+82—|—28—|—5x( )}

z(t) = 0.5e” *[cos 2t + sin 2t]x(0) + 0.5¢ " sin 2t%(0)



e Parau=3,x(0)=0, £(0) =0 temos:

Ly ="

No dominio de Laplace, temos:

1 3 3
X o — =
(5) s2+2s+5s  (s(s?+2s+05)
X(s) = o _3_s5+2
58 H5s2+2s5+5
3 3 1 3 s+ 1
X(s) = = _°2 _ 2
(5) 55 B(s+1)2+22 5(s+1)2 122
z(t) = L7HX(s)}
o) = L7}~ L7 )
5s(s+1) + 22
s+1

L }

bs (s +1)? 422
3

loe_t[sin 2t —cos2t] t>0



Funcao de transferéncia

Para um sistema linear cujo comportamento é descrito por

equacoes diferenciais:

e Lineares
e (Coeficientes constantes

e Condicoes iniciais nulas:
2(0) =0,2(0) =0---z(»~1(0) =0

Define-se Funcao de Transferéncia como sendo a relacao
entre a transformada de Laplace da saida pela entrada

conforme mostrado:

. G(s) O -3




1. Determinar a funcao de transferéncia do circuito RC

+

R
AW
v(t) c _

O circuito RC é modelado por uma equacao diferencial

de primeira ordem:

1
RCve + E’UC(t) = v(t)

Tomando-se a transformada de Laplace com condicoes

inicials nulas temos:

(RC's + 1)V.(s) = V(s)

Portanto,



2. Determinar a funcao de transferéncia do circuito RLC

N
%

O circuito RLC é modelado por uma equacao

diferencial de segunda ordem:

LCio(t) + RCoo(t) + éfuc(t) — o(t)

Tomando-se a transformada de Laplace com condicoes

iniciais nulas:
LCs*Vg(s) + RCsVg(s) + Ve(s) = V(s)

Portanto,

1 1
G(s) = — LC
() LCs?2+ RCs+1 324—%3 L



3. Determinar a funcao de transferéncia para o motor CC

Ve Circuito de

R Campo
V\Nva i constante
_+_
E,(t) z
Circuito de armadura b

O comportamento do sistema mecanico e do sistema,

elétrico é dado pelas equacoes diferenciais

dig ) do
La_ ala Ky— = Ea
7t + R, 1, + bdt (t)
d?0 do
"4 = Ki,
TaE oy ’

Tomando-se a transformada de Laplace de ambas as

equacoes com condicoes iniciais nulas:

Losly(s) + Roly(s) + KpsB(s) = Egu(s)
Js*0(s) +b0(s) = KI,(s)



Normalmente, para o Motor CC o objetivo é encontrar
a relacao entre a tensao de entrada E, e a posicao
angular do motor 4. Ou seja, a funcao de transferéncia
procurada é:

)= Bty
KI,(s) = Js?0(s)+ bb(s)
Js? + bs
Ia(s) — TH(S)
E.(s) = (Loas+ Ra)la(s)+ Kps(s)
E.(s) = (Lgs+ Ra)hTmﬁ(s) + Kis0(s)
KE,(s) = (JL48 4 Lybs® + JR,s* + Rybs + KKys)0(s)

Portanto:
OIS O
Gs) = &

JLgs3 4+ (Lab+ JRy)s? + (R0 + KKy)s



Diagrama de blocos

A representacao por diagramas de blocos é uma ferramenta

importante para a andlise e projeto de sistemas de controle.

Considere duas entradas u1(t) e 2(¢) e uma saida y(t)

(?)

U1 Yy
+
+
U2
U1 Y
_|_ —_
U2

U1 (t)UQ (t)

U1 Q Yy
U2

_|_
S

e Soma: y(t) = uy(t)

o
:Uh.
®
H
®
=
‘e
¥
<
—~
~
~—~—
I
I
—
—~
~
~—~—
|
I
[\V]
/N
~
N—"

e Multiplicagao: y(t)




Dados dois sistemas com funcoes de transferéncia F' e G:

e Interconexao em cascata (ou série)

e Interconexao em paralelo (ou soma)
F
v <>+_?4> — r 40 rFre Yo
+
G
e Realimentacao unitaria
v I F v

e Realimentacao nao unitaria

vt F Y




Diagramas equivalentes:

uq Y1
Y2
w1 Y

u1

ul

|

ul Y1
9 G
1
G
Y2
—_—
ul
l a TNy
u2
- o9 G
F G
+7.
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Resposta Temporal

Existem varios sinais testes para sistemas de controle. Na
resposta temporal o mais comum deles é o degrau de

amplitude unitaria.

Em um grande nimero de problemas de controle o objetivo

é manter constante o valor da variavel de saida.

e Posicionamento de uma antena
e Controle de temperatura em um forno industrial

e Controle de nivel em um tanque, etc

Em muitos deste problemas, devemos mudar a posicao
inicial do sistema para uma dada posicao final. Por
exemplo, no caso da antena, queremos muda-la da posicao
em que se encontra para uma posicao pré estabelecida,
direcionando-a para um dado objetivo.



Outros sinais importantes do ponto de vista de sinais de

controle sao:

e Impulso
e Rampa

e Sinais senoidais

Os dois primeiros podem ser analisados a partir do degrau

unitario pois:

e Impulso é a derivada do degrau unitario

e Rampa é a integral do degrau unitario



Sistemas de primeira ordem

A funcao de transferéncia de um sistema de primeira ordem

é dada por:
1 1
G pu— pu—
() RCs+1 71s+1
e O sistema possui apenas um polo em s = —1/7

e A constante de tempo 7 = RC

A figura a seguir mostra a relacao entrada-saida de um

sistema de primeira ordem padrao:

Ul(s) . Y(Sl
Ts+1 o
A resposta ao degrau é dada por:
1 1 1
Y(s) = U(s) = —
(5) Ts 4+ 1 (5) Ts+1s
A resposta temporal é dada por:
1 1 1 T
Y — —_ = — —
() 7s+1 s s 71541

y(t) = l—e 7 t>0



e A inclincao da reta tangente a resposta em t =0

fornece a caracteristica da resposta.

dy 1 % — 0 : sistema lento
_Z = — =
atl, T % — oo @ sistema rapido

e y(T)=1—e"1 =0.636. A resposta do sistema est4 a

63% do valor final em regime permanente
e y(2T)=1—¢2=0.865 = 83% do valor final
e y3T)=1—¢2=0.95= 95% do valor final
e y(4T) =1—-e%=0.982 = 98% do valor final

e y3T)=1—-¢°=0.993 = 99% do valor final

As propriedades acima podem ser utilizadas quando
queremos levantar experimentalmente as caracteristicas de

um processo.



Sistemas de segunda ordem

Um sistema de segunda ordem na forma padrao é dado por:

U(s) Y(s
i $24+2¢wp s+w? =

e ( coeficiente de amortecimento

e w, frequéncia natural do sitemas

Considere o caso do sistema RLC:

N
§

ve (t)

A funcao de transferéncia é dada por:
1

G(s) = <

S

L
2 1 R 1
S+ LTSt 1o



Comparando com a forma padrao temos:

L 2
Gs) = —LT —— — n
2+ 85+ 75 2+ sCwn twp
1
2 —_ [
“n T IC
R R [C
Hen = T T TR\ T

e ( depende linearmente da resisténcia do circuito
e A resisténcia é responsavel pela dissipacao de energia

e As oscilagoes da resposta dependem da indutancia e da
capacitancia

1. Sistema sem amortecimento (( = 0)

No caso de nao haver amortecimento nao ha dissipacao

de energia.
2

G(s) = —2—
9= 7
® p1=Jwn , P2=—JwWp

A resposta ao degrau unitario é:

2
w 1
& - n -
(5) 2+ w2 s



1 1
Y(s) = -——
(5) s  s2+w?
y(t) = 1—coswpyt

2. Sistema sub amortecimento (0 < ( < 1)

2

C) = T awn T w2

—2Cwy, £ /4C%w?2 — 4w?
D1,P2 = \/2 = —Cw, Vo2 -1

Os pdlos sao da forma:
p1,p2 = 0 £ jwq

e 0 = —(w, ¢é a parte real dos pdlos

e Wy = wny/1—(?éa frequéncia natural amortecida

A resposta ao degrau unitario é:

w2 1

n

Y(s) = -
(5) 52 4 2Qwy, + w3 s

Usando a transformada inversa temos:

y(t) = 1- ——=sin(ws + ¢)



3. Sistema sobre amortecido (( > 1)

No caso do coeficiente de amortecimento ser maior que
1, os polos de G(s) sao:

p17p2=0iwn\/§2—1

e Os polos sao reais e negativos

A resposta do sistema para um degrau unitario é

Y(s) =

w2 1
(s+p1)(s+p2) s

Aplicando-se a transformada inversa temos:

W e_slt e—SQt
t)=1+— — }
y(t) > 72{ . ”




Indices de desempenho

Os indices de desempenho normalmente sao utilizados para
definir a qualidade da resposta. Os inices mais usados sao:

e Sobressinal maximo: M, E a relacao entre o valor
maximo que a resposta atinge e o valor de regime. Este
valor, em muitos casos, esta associado a questoes de
seguranca tais como: tensao maxima que um circuito
pode suportar, maxima deformacao que uma estrutura

pode suportar sem que haja ruptura do material, etc

e Tempo de sobressinal ou de pico: t, E o instante

em que ocorre o sobressinal

e Tempo de acomodacao: ¢, E o tempo necessario
para que a resposta atinja o valor de regime.
Normalmente utiliza-se valores de 5% ou 2% acima ou

abaixo do valor de regime como variacao aceita.

e Tempo de subida: ¢, E o tempo necessario para que
a resposta do sistema atinja, pela primeira vez, 90% do
valor de regime. Este parametro estd associado a
velocidade de resposta do sistema. Sistemas rapidos
tém pequenos valores de ¢, e sistemas lentos tém valores
altos de t,.



Para um sistema de segunda ordem, estes valores estao

indicados no grafico mostrado a seguir.
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RESPOSTA DE SISTEMA DE SEGUNDA ORDEM

e As especificacoes sao obtidas para sistemas de segunda

ordem sem zeros

e A maioria dos sistemas encontrados na pratica sao mais
complexos que sistemas de segunda ordem sem zeros.
As especificacoes fornecem parametros de comparacao
entre sistemas mais complexos e sistemas de segunda,

ordem.



A resposta ao degrau unitario de um sistema de segunda
ordem é dada por:

y(t) =1—e " <cos wqt + it sin wdt>

Wy
onde wg = wp\/1—C? e o0 = (w,.

Para a obtencao do sobressinal maximo devemos encontrar
o valor de t tal que a derivada da saida é nula:

dy . —ot g . —ot . _
— =ge coswgt + — sinwgt | —e” 7" (—wg sinwyt + o coswgt) = 0
dt wqt

Reescrevendo a equagao acima temos:

2

_ g~ . .

—e Ot (—— sin wgt + wq Sin wdt> =0
Wy

A primeira vez que o valor maximo ocorre é para wgt = 0,

ou seja:

s

7



Substituindo o valor de ¢, na equagao da resposta temos:

y(t,) = 14+ M,
—om o .
= 1—e wd (cosw—l——smw)
wd
= 1+e_°fclﬁ

Portanto,
My,=e"Twg=e"/1-¢2 0<(<1

Um outro parametro importante na especificacao da
qualidade da resposta de um sistema é o tempo de
acomodacao ts(5%) ou t5(2%). O tempo de acomodagao é

dado dentro de uma precisao de 5% ou 2%.

Nao existe valor exato para o tempo de acomodagao e, por

analogia com sistemas de primeira ordem, temos:

3
ts(5%) = 37 = CTTL
Q%) = dr=

= 7o



Resumo dos indices de desempenho

e Instante de pico ¢,

f, = — =
Pws ow, 1—¢?

e Sobressinal maximo M,

Mp = m = yp _ y(oo) = e_o-ﬂ-wd — e_cﬂ-m

Wd y(c0)

e Tempo de acomodacao ¢,

3
ts(5%> = 37 = CTH

4
£(2%) = dr— —



Identificacao de sistemas

Um dos métodos de identificagao de sistemas é obtencao dos
parametros de um sistema a partir dos sinais temporais de

entrada e saida.

e Identificacao direta: os sinais de entrada e de saida,
do proprio sistema a ser identificado sao usados para a

determinacao de seus parametros.

e Identificacao indireta: o sistema a ser identificado é
realimentado por um ganho constante. Neste caso
identifica-se os parametros dos sistema realimentado.

Identificacao de sistemas de primeira ordem

Modelo:

1+7s

Onde y(t) é a saida, K, é o ganho estatico e 7 é a constante

de tempo do sistema.

Para uma entrada do tipo degrau, os parametros K; e 7
podem ser obtidos através da resposta em regime y(00), da



amplitude do sinal de entrada U e do tempo de resposta a
5%, ts(5%):
y(o0) ts(5%)

KS:— =
U ’ 3

O tempo de resposta a 5% ¢é o tempo necessario para o sinal

de saida atingir e permanecer dentro de uma faixa de 5% do

seu valor de regime. Para o sistema de primeira ordem:

y(ts(5%)) = 0.95y(c0)

Identificacao de sistemas de segunda ordem

Modelo:

U—,K %21 Y
8 $242Cwy stw?

Onde u(t) é a entrada, y(t) é a saida, Ks é o ganho estético
e ( é o coeficiente de amortecimento do sistema e w,, é a
frequéncia natural do sistema.



Os parametros K, ( e w, podem ser obtidos através da
resposta em regime y(00), do valor do sobressinal maximo
yp € de t,, o instante de tempo onde o sobressinal maximo

ocorre.

_ y(o0) — 1py Yp—y()
KS—T GJ—IHW

_ a /a2 2
(= props Wn, = Va® + w4,

Identificacao de um integrador

O ganho K pode ser determinado utilizando-se duas
medidas do sinal de saida. Sejam y; e y» duas medidas
tomadas, respectivamente, nos instantes t1 e ts.

1 —
oo Ly—u
Uty —t




Identificacao indireta

Considere o sistema realimentado:

O objetivo ¢ identificar a funcao de transferéncia G(s).

e Realimenta-se o sistema com um ganho constante K.

e Aplica-se um degrau de amplitude U como referéncia e

mede-se a saida y(t) do sistema

A funcao de transferéncia em malha fechada é:

_ K.G(s)
(5) = 1+ K.G(s)

A funcgao de transferéncia G(s) é dada por:

1 M(s)

G) = 1o M(s)

e Sistema de primeira ordem

Se G(s) é de primeira ordem entao o mesmo vale para
M(s). Ou seja, M(s) é da forma:




Identificando-se M (s) temos:

K, 1
- K.71s+ (1-K,

G(s)

e Sistema de segunda ordem

Se G(s) é de segunda ordem entdao o mesmo vale para,
M(s). Ou seja, M(s) é da forma:

w2

M(s) = K *
(5) s2 + 2Cwps + w2

Identificando-se M (s) temos:

K w2
- K.s5?2+2(ws+ (1 — K,)w?

G(s)



